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========== CAPiTULO UNO ==========
INTRODUCCI6N

1 INTRODUCCION
La imprecisi6n y la incertidumbre son conceptos inherentes a la naturaleza inexacta del razonamiento humano. Debido a
ello nuestra manera de interpretar el mundo generalmente es en funci6n de proposiciones vagas, datos inciertos y juicios de
valor. Sin embargo, esta imprecisi6n e incertidumbre no son tomadas en cuenta por la 16gica tradicional (crisp logic) en
donde s610 existen dos premisas fundamentales: verdadero y falso. En el pasado varios pensadores se percataron de este
hecho y se dieron a la tare a de estudiar la vaguedad. Esto con el fin de tratar de crear una estructura matematica que
permitiera captar esta caracteristica dellenguaje natural.

El primer pensador que trato seriamente con la vaguedad fue el fil6sofo estadounidense Sanders Peirce (1839-1914).
Peirce decia que todo cuanto existe es continuo y que, por tanto, tal continuidad gobiema el conocimiento. Aseguraba que la
vaguedad esta presente en todas partes aun en las palabras. Atirmaba, "la vaguedad no se puede descartar del mundo de la
16gica asi como lafricci6n de la mecanica" [I]. Posteriormente Bertrand Russell (1872-1970) fue quien comenz6 el estudio
moderno de la vaguedad. Russell fue aun mas lejos que Peirce al afirmar "la vaguedad claramente es materia de
gradaci6n". Sin embargo, por alia de 1920 el fil6sofo polaco Jan Lukasiewicz (1878-1955) fue el primero en dar los pasos
para formalizar un modelo de la vaguedad. Lukasiewicz invent6 la subestructura de los conjuntos difusos, una 16gica basada
en mas val ores que cierto y falso. El estableci6, en adici6n el valor de I para verdadero y 0 para falso, el valor de 1/2 para
posible ....Asi pues, una sentencia podia tener cualquiera de esos tres valores. Aparentemente 10 anterior fue un paso muy
sencillo, sin embargo fue un avance muy importante. Mas tarde Max Black (1909-1989) fue el hombre que estableci6 el
camino a seguir en el estudio de la vaguedad. Black plante6 sus ideas en su articulo "Vagueness: An Exercise in Logical
Analysis" publicado en 1937 [2]. En ese articulo Black manifest6 estar de acuerdo con Peirce en el senti do de que la
vaguedad representaba un continuo. Tambien acept6 estar de acuerdo con Rusell en que la vaguedad era objeto de
gradaci6n. De hecho, atirm6 que 10 continuo implicaba grados. Black sugiri6 que los terminos vagos podian formar
conjuntos ("conjuntos vagos") e incluso dibuj6 las primeras curvas de 10 que posteriormente serian los conjuntos difusos
[2]. El pens6 que con estos conjuntos se podrian hacer operaciones, asi como permitirian la existencia de subconjuntos.
Tambien observ6 que un conjunto podia ser un subconjunto parcial de otro. De tal manera, Black habia desarrollado una
nueva estructura intelectual, pero nunca junto las piezas [I].

El hombre que junto las piezas fue Lotti A. Zadeh quien en 1965 public6 "Fuzzy Sets" (conjuntos difusos) [3], articulo
que marc6 un hito hist6rico y proporcion6 a la disciplina su nombre. Con el tin de captar la vaguedad de nuestro
razonamiento al interpretar el mundo, en este articulo Zadeh propuso la "teorfa de [os conjuntos difusos". La caracteristica
principal de esta teoria es que en ella un elemento ya no se restringe a ser total mente parte 0 no de un conjunto, ahora un
elemento puede pertenecer parcialmente a un conjunto dado y al mismo tiempo puede parcialmente no pertenecer a dicho
conjunto. Es decir, aqui un elemento pertenece a un conjunto en un grado que esta en el rango [0, I]. Asi, por ejemplo, si un
elemento pertenece a un conjunto dado en un grade de 0.7, entonces ese mismo elemento pertenece al complemento del
mismo conjunto en un grado de 0.3. Evidentemente, esta es una extensi6n de la 16gica tradicional que incluye a aquella en'
los extremos. Un grado de pertenencia de cero indica total no pertenencia y un grade de pertenencia de uno indica total
pertenencia. Expresado en otras palabras, mientras en la teoria de conjuntos tradicional un conjunto tiene bordes bruscos,
los de un conjunto difuso son suaves y se van difuminando. Lo anterior permite caracterizar con conjuntos difusos aquellos
conceptos cuyas fronteras no estan bien definidas.

A partir de la teoria de los conjuntos difusos se desarro1l6 la denominada "/Ogica difusa" (fuzzy logic) [4]. En esencia la
16gica difusa esta mucho mas relacionada al pensamiento humano y al lenguaje natural que a los sistemas 16gicos
tradicionales. La 16gica difusa es la estructura matematica a traves de la cual es posible capturar la naturaleza inexacta con
la que los humanos perciben el mundo real. Con esta 16gica es posible manejar conceptos vagos para caracterizar las
variables de un sistema y sus interrelaciones utilizando palabras 0 proposiciones expresadas en un lenguaje natural 0
artificial. Asf la 16gica difusa utiliza conjuntos difusos para diseflar sistemas que son capaces de captar en forma de reglas
heuristicas la habilidad que todo ser humane posee para modelar un sistema 0 proceso utilizando ellenguaje natural.

Durante las pasadas tres decadas la teorfa de los conjuntos difusos y la 16gica difusa han sido desarrolladas y han
alcanzado cierta madurez. Asi mismo, se ha dado un considerable desarrollo de las aplicaciones de la teoria de los conjuntos
difusos en la soluci6n de un sinnumero de problemas. En la actualidad la teoria de los conjuntos difusos y la 16gica difusa se
aplican en una gran variedad de disciplinas, tales como: control automatico, procesamiento de seflales, manejo de base de
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datos, visi6n computarizada, toma de decisiones y muchas otras. De hecho el mayor exito se ha alcanzado en el area del
control automcitico. Aqui los denominados sistemas de control difuso (SCD) 0 simple mente controladores difusos han
emergido como una de las areas de investigaci6n mas activas y fructiferas en la aplicaci6n de la teoria de los conjuntos
difusos [5] (el 90% de las aplicaciones exitosas reportadas en el Jap6n son en el area del control automatico [6]).

EI primer controlador difuso se realiz6 de manera experimental en 1973. En ese ano el Profesor E. Mamdani de la
Universidad de Londres emple6, por primera vez, la 16gica difusa para disenar el control automcitico de una pequena
maquina de vapor. La publicaci6n, en 1975 [7], de los resultados obtenidos por Mamdani genero un gran interes en esta
area. Asi, despues de esta aplicaci6n otras aparecieron. En Holanda V. N. Lemke and W. J. M. Kickert desarrollaron un
controlador difuso para regular la temperatura en una planta de tratamiento de agua (I]. En Dinamarca P. M. Larsen y J-J.
Ostergaard trabajaron en un intercambiador de calor difuso (I]. Estas aplicaciones fueron el preambulo para el desarrollo de
la primer aplicaci6n industrial.

La primer aplicaci6n de un SCD en el ambito industrial fue realizada en Dinamarca por Holmblad y Ostergaard. En
1980 ellos realizaron la instalaci6n de un controlador difuso para controlar un homo industrial de una fabrica de cementa
[8]. Esta fue tambien la primer aplicaci6n comercial de la 16gica difusa. Los resultados obtenidos con este controlador
demostraron los beneficios que se podrian obtener con un controlador difuso. En este caso, el controlador difuso super6 a un
operador humano (que anteriormente era el que realizaba el control) en la ejecuci6n del control y adem as redujo el consumo
de combustible. A partir de entonces los SCD se han aplicado en una gran variedad de procesos que van desde el ambito
industrial hasta los electrodomesticos [9-10].

La parte esencial de un SCD es un conjunto de reglas de control expresadas en terminos lingtiisticos. Estas reglas estan
relacionadas por los conceptos duales de implicaci6n difusa y regia composicional de inferencias. Basicamente un SCD provee
un algoritmo que convierte las estrategias de control expresadas de manera Iingtiistica, y basadas en el conocimiento empirico
que se tiene, dentro de una estrategia de control automatico. En la practica se ha observado que en much os procesos un SCD
arroja resultados superiores a los obtenidos con algoritmos de control convencionales. En particular, la metodologia de los SCD
ha resultado de gran utilidad en los casos en que los procesos son demasiado complejos para ser analizados por tecnicas
cuantitativas convencionales 0 cuando las fuentes de informaci6n disponibles son interpretadas cualitativamente, de manera
inexacta 0 de manera incierta [II].

El objetivo de este trabajo es el plantear y probar un nuevo metoda para realizar el proceso de defuzzificaci6n en
controladores difusos. Este nuevo metoda fue el resultado de resolver el problema del control de los quemadores posteriores
(QP) de una central termoelectrica de cicio combinado (CTCC). En un primer intento se propuso un SCD con dos entradas y
una salida para realizar el control de los QP de la CTCC. Los resultados obtenidos de la simulaci6n del SCD, una vez
realizada la sintonizaci6n (ajustado reglas y conjuntos difusos), mostraron un deficiente desempeno del SCD al compararlo
contra los datos existentes de un controlador tradicional tipo PI (acci6n proporcional mas integral), actualmente empleado
para tal efecto. Visto 10anterior se busc6 la forma de lograr un eficiente control de los QP utilizando un SCD. Se determin6
que las posibles causas de la deficiencia del SCD en la ejecuci6n del control eran las caracteristicas de carga, capacitancia y
tiempos de tranSPOrte que el proceso involucraba, las cuales causaban que el mismo tuviera una dimimica lenta. La idea era
encontrar una soluci6n que tomara en cuenta estas caracteristicas, pero al mismo tiempo la soluci6n no debia provocar la
inclusi6n de mas variables en el SCD, 10 cual provocaria un crecimiento exponencial del numero de reglas y en
consecuencia del tiempo de procesado del algoritmo de control. La soluci6n consisti6 en proponer y pro bar un nuevo
metodo para realizar el proceso de defuzzificaci6n. Este es una modificaci6n del metodo del centro de area utilizando
singletons. La caracteristica principal de este nuevo metodo es la inclusion de elementos de retraso. De esta manera, 105
efectos de los retrasos inherentes a cualquier proceso industrial son enormemente reducidos.

As! pues con el fm de cumplir el objetivo citado, la organizacion de este trabajo es como sigue. Los capitulos 2 y 3 estan
dedicados a sentar las bases te6ricas de este trabajo. En el capitulo 2 se exponen los conceptos fundamentales de la 16gicadifusa.
Primeramente se expone la filosofia de 10difuso, se describe el desarrollo hist6rico del estudio de la vaguedad hasta Ilegar a la
teoria de 105conjuntos difusos y a la logica difusa. Una vez conociendo los origenes de la logica difusa esta se define como un
medio para el tratamiento de la vaguedad y la imprecision. Mas adelante se presenta la notacion, terminologia y las operaciones
basicas con conjuntos difusos. Tambien se definen conceptos fundamentales en los SCD, las relaciones difusas, el principio de
extensi6n y la variable lingtiistica.

En el capitulo 3 en primer instancia se defme 10 que es un sistema de control, se describen los sistemas de control
convencional mas ampliamente utilizados, esto como antecedente a la descripci6n de las tres etapas fundamentales de un sistema
de control difuso (SCD): fuzzificacion, evaluaci6n de reglas y defuzzificaci6n. Posteriormente se describen los modelos de SCD
mas utilizados. Finalmente se expone a los SCD como aproximadores universales de funciones.



EI capitulo 4 es la parte esencial de este trabajo, inicialmente se describe la central termoelectrica de cicIo combinado y
su principio de operaci6n. Se presentan los equipos principales de la misma. Bajo este entorno se identifican y ubican los
quemadores posteriores y se describe su funcionamiento. Una vez descrito el proceso en cuesti6n se define el problema de
control. Posteriormente se presenta la metodologia bajo la cual se desarrollo la primer propuesta de SCD (SCD sin el nuevo
metodo de defuzzificaci6n). Bajo la metodologia presentada, en esta secci6n se plantea y desarrolla el primer esquema de
SeD. Tambien en esta secci6n se describe la estructura de simulaci6n y se presentan el modele dimimico del proceso y el
algoritmo de control. Mas adelante se describen las pruebas realizadas al SCD, asi como se muestran los resultados
obtenidos para el caso de una perturbaci6n escal6n. Debido a la deficiencia del primer esquema de SCD para alcanzar el
objetivo de control, se analizan las posibles causas de este mal desempefto y se prop one una soluci6n. Del analisis de los
resultados presentados se deduce que es necesario modificar la estructura del SCD para obtener un control eficiente de los
QP. Se describe la propuesta de modificaci6n que da origen a un nuevo metodo para realizar el proceso de defuzzificaci6n.
Tambien se plantea una estructura reducida de controlador difuso que utiliza el nuevo metoda de defuzzificaci6n.
Finalmente, el nuevo metodo de defuzzificaci6n se prueba como parte de los dos esquemas de control difuso planteados. La
validaci6n de ambos controladores difusos (con nuevo metoda de defuzzificaci6n y con nuevo metoda de defuzzificaci6n y
estructura reducida) se realiza mediante la simulaci6n en la ejecuci6n del control de los quemadores posteriores de la central
termoelectrica de cicIo combinado (CTCC). Los resultados obtenidos se comparan contra los datos existentes, correspondientes
a un control tradicional tipo proporcional + integral (PI) actualmente empleado para tal fin. Finalmente, en base al amllisis de
la comparaci6n anterior se determina cual de los controladores es mas eficiente en la ejecuci6n del control de los QP.

Por l"timo, en el capitulo 5 se realiza un anaIisis del nuevo metoda de defuzzificaci6n y se dan las concIusiones de este
trabajo.
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========== CAPiTULO DOS ==========
LOGICA DIFUSA

2. 1 INTRODUCCION
Los logistas tradicionales tenian la convicci6n de que las sentencias de los lenguajes naturales podian ser s610 ciertas 0
falsas, y a 10 mas, incorporar un tercer valor que se interpretaba como indeterminado. Los logistas modern os han pensado
muy seriamente acerca de la semantica formal y otros estudios de la forma del lenguaje. Como los fil6sofos y psic610gos, los
logistas han lIegado a determinar el hecho de que los conceptos empleados en el lenguaje natural tienen sus fronteras vagas y
su significado es difuso. Dado 10anterior, las sentencias de un lenguaje natural a menudo no son siempre total mente ciertas,
o totalmente falsas y ademas tienen un cierto sentido, ya que en algunos conceptos son ciertas y en otros falsas.

Para los logistas clasicos, el valor de verdad 0 falsedad de una sentencia en terminos de la teoria clasica de conjuntos se
define en base a la pertenencia 0 no del sujeto a un conjunto perfectamente definido (predicado). Si decimos Pedro es alto,
esta sentencia es verdadera si Pedro pertenece al conjunto de hombres altos y falsa si no pertenece. Pero en los lenguajes
naturales existe el problema de que el concepto de altura es un concepto relativo y no completamente definido, ya que el
concepto de hombre alto no es 10mismo entre los jugadores de un equipo de basqutbol y los pigmeos, por ejemplo.

Considerese ademas algunas otras situaciones como el hecho de preguntarse acerca del valor de verdad de algunas
sentencias del tipo X es un Y. Estas podrian ser verdaderas s610 en cierto grade en lugar de ser claramente ciertas 0 falsas,
esto se puede apreciar en los siguientes ejemplos:

Sentencia
a) EI petirrojo es un pajaro
b) EI polIo es un pajaro
c) El pingilino es un pajaro
d) EI murcielago es un pajaro
e) La vaca es un pajaro

Valor de verdad
cierto
menos cierto que a)
menos cierta que b)
muy lejos de la verdad
falso.

Estas mismas sentencias se podrian escribir dando un juicio relativo a la categoria de membresia. Es decir, asignando al
miembro (elemento) en cuesti6n a la categoria en la cual tiene el mayor grado de pertenencia 0 membresia. Esto es:

Sentencia
a) El petirrojo es mas pajaro que otra cosa
b) El pollo es mas pajaro que otra cosa
c) EI pingilino es mas pajaro que otra cosa
d) El murcielago es mas pajaro que otra cosa
e) La vaca es mas pajaro que otra cosa

Valor de verdad
verdadero
verdadero
verdadero
falso
falso.

Como se aprecia del ejemplo anterior, para la l6gica tradicional no es siempre faci! asignar los valores de verdad alas
sentencias dellenguaje natural.

Si se parte de la hip6tesis fundamental de que todo el conocimiento humano acerca del mundo real esta basado en
teorias, tomadas aqui en el sentido mas general, ya que se incluyen teorias formales y pensamientos intuitivos; y del hecho
de que estas teorias son descripciones, y que la descripci6n para darse requiere de un lenguaje y el lenguaje de la 16gica; se
debe desarrollar una nueva 16gica que contemple las caracteristicas de imprecisi6n del lenguaje natural y que permita, con
el, describir y teorizar.

Recuerdese que en el sentido mas general un lenguaje se define como un conjunto de sentencias compuestas de simbolos
acordes con ciertas reglas. Por otro lado, una interpretaci6n es una funci6n que asigna un significado alas palabras de un
lenguaje relativo a cierto sistema, y especifica las verdaderas condiciones para las sentencias.

Si se emplea un lenguaje para hacer descripciones, entonces se necesita de alguna 16gica, reglas para hacer inferencias,
para derivar sentencias conductivas de un conjunto de premisas. Si las reglas tienen las propiedades de preservar la verdad,
dando s610 consecuencias ciertas de premisas ciertas, se tendra una clase de sistema deductivo, en este caso difuso, que se
puede identificar con una teoria. De acuerdo con esto, desarrollar una 16gica acorde al lenguaje natural que se emplee para



definir 105estados actuales permitini hacer una teorfa de el. Si se tiene conoclmlento intUltlvo 0 empmco de algunas
sentenciasque son ciertas, entonces de acuerdo a esta 16gica se empleanin algunas reglas de inferencia para obtener nuevas
sentenciasciertas.

La interpretaci6n, a menudo, esta en estos casos intimamente relacionada con el lenguaje, cada palabra tiene su propio
significado, en este caso, mas 0 menos definido (difuso). Este significado se define como un nuevo concepto, el denominado
conjunto difuso, que es una clase con un continuo de grados de membresia. Como se vera posteriormente, la noci6n de
conjunto difuso provee un conveniente punto de partida para la construcci6n de la estructura conceptual, que es paralela en
muchos aspectos a la estructura utilizada en el caso de conjuntos ordinarios, pero que es mas general que esta ultima.
Esencialmente, tal estructura (la 16gica difusa) provee una forma natural para tratar con problemas en donde la fuente de
imprecisi6n es fa ausencia de criterios claramente definidos de clases de membresia (0 pertenencia) en fugar de la presencia
devariables aleatorias.

A continuaci6n, despues de dar un breve desarrollo hist6rico del tratamiento de la vaguedad, que es el origen de fa 16gica
difusa; se realiza la descripci6n de los conceptos fundamentales de la 16gica difusa, las operaciones basicas en la 16gica
difusay se describe un concepto fundamental, la variable lingtiistica.

2.2 FILOSOFiA DE LO DIFUSO
2.2. I Desarrollo Hist6rico del Tratamiento de la Vaguedad
EIprimer pensador que trato seriamente con la vaguedad fue el fil6sofo estadounidense Sanders Peirce (1839-1914). Peirce
aseguraba que todo cuanto existe es continuo y que, por tanto, tal continuidad gobiema el conocimiento. Por ejemplo, decia,
losconciptos tamano y tiempo son continuos. Aseguraba que la vague dad esta presente en todas partes aun en las palabras.
"Laspa/abras no dejan de pertenecer subitamente a puntos en e/ espectro, mas bien se extienden sobre e/", sostenia. "Este
lipo de incertidumbre siempre nos afligira", afirmaba, "Ia vaguedad no se puede descartar del mundo de la IOgica (lSi

como lajriccioll de la meconica" [I).

Mas tarde Bertrand Russell (1872-1970) tambien incursion6 en este t6pico. En 1923 Russell publico un articulo en el
que sostenia que tanto la vaguedad como la imprecisi6n eran caracteristicas del lenguaje no de la realidad. "Todo /enguaje
esvago ", afirmaba; "por ejemp/o, e/ termino metro es c1aramente un concepto vago, aunque aparentemente sea un termino
exacto ". Un metro era una distancia entre dos marcas en una barra de metal que se encontraba en Paris (metro patr6n). Sin
embargo, decia, "esas marcas no son puntos sin dimensi6n, mas bien son senales de algun marcador, asi que la distancia
entre e//as no es clara. La barra tambien se puede expandir y contraer con e/ calor y el frio. Entonces e/ concepto metro es
vago", concluia. Rusell dio otro ejemplo con el concepto segundo: "un segundo tambien es un concepto difuso. Un segundo
es lIna fraccian de una rotacian de la tierra, pero /a tierra no es un cuerpo rigido. no todas sus partes giran a la misma
ve/ocidad y alguna medida de esta esta slljeta a error". (,Que sucede con los conceptos cierto y falso? Sin simbolos
precisos, estos tambien son vagos. De acuerdo a 10 anterior, cada proposicion tiene un range no definido de hechos que la
haran cierta. "Este hombre" puede aplicarse plenamente a un hombre de 40 ailos, pero, (,es cierto cuando se aplica a un
adolescente 0 a un Neanderthal?

Russell fue aun mas lejos al afirmar "la vaguedad c1aramente es materia de gradacian". Lo anterior se puede deducir
claramente de 105siguientes ejemplos: un mapa a escala pequeila es mas vago que otro a una escala mas grande. Una foto
borrosa de Juan es mas vaga que una foto clara de eJ. Una persona que vemos a 100 metros es mas vaga que una que vemos
a2 metros. Una estrella que vemos con nuestros ojos es mas vaga que si la vemos a traves de un telescopio.

Durante los siguientes 40 ailos otros pensadores reconocieron la existencia de la vaguedad. Albert Einstein, por ejemplo,
afirm6: "En /a medida en que las /eyes de /as matematicas se rejieren a /a rea/idad, estas no son ciertas; yen la medida en
que estas son ciertas, ellas no se rejieren a la rea/idad" [1]. Sin embargo, el filosofo polaco Jan Lukasiewicz (1878-1955)
fue el primero en dar los pasos para formalizar un modelo de la vaguedad. Lukasiewicz invent6 la subestructura de 105
conjuntos difusos, una 16gica basad a en mas valores que cierto y falso. En 1920 public6 un articulo describiendo su nueva
creaci6n. En este articulo, se estableci6 el valor de Ipara verdadero y 0 para falso. En adici6n se estableci6 1/2 para posible.
Asi pues, una sentencia podia tener cualquiera de esos tres valores. Aparentemente 10anterior fue un paso muy sencillo, sin
embargo, de un analisis cuidadoso se obtienen resultados muy interesantes. Lukasiewicz incluso asever6: "la /6gica cambia
desde sus fundamentos si asumimos que, en adician a verdadero y fa/so, existe algun tercer va/or 16gico 0 varios de tales
va/ores" [l].
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Esta sentencia tambien tiene un valor de verdad de 1/2. Es obvio que 1/2
SENTENCIA. La aseveraci6n y su opuesto son equivalentes.

Para la mayoria de la gente 10 anterior no causa conflictos. Si una cas a esta medio construida, tambien esta medio no
construida. Si es posible que maflana llueva, tambien es posible que maflana no llueva. Aqui existen contradicciones
parciales, las sentencias son parcialmente verdaderas y parcialmente falsas, tales sentencias fuerzan a su opuesto. Si una
copa esta medio llena, tambien esa misma copa esta medio vacia.

En la 16gica tradicional la operaci6n de negaci6n define el opuesto. Esta operaci6n convierte una sentencia en su
antftesis. En la l6gica de cierto (I) y falso (0), una sentencia cierta se convierte en falsa. Representado en una tabla se tiene:

sentencia negaci6n
1 0
o 1

sentencia negaci6n
I 0

1/2 1/2
o 1

. Como se observa, los valores de la 16gica binaria permanecen intactos en las esquinas. Lukasiewicz observ6 que su
16gica tambien funcionaba bien para la 16gica chlsica, pues contenia los valores 0 y I. Asi la l6gica de tres valores no
desplazaba a la 16gica tradicional, mas bien la extendia.

Una vez observado 10 anterior, Lukasiewicz no encontr6 razones para insertar algun valor extra. Sin embargo, pudo
agregar cuatro, siete, quince, tantos como hubiera querido. De hecho, pudo agregar un numero infinito de valores, todos
entre 0 y I, cada uno indicaria un cierto grado. En otras palabras, cierto y falso podian llenar el vasto rango interno entre 0 y
1.Tal espectro excedia, penso, la 16gica de tres valores 0 cualquier otra 16gica [I].

Posteriormente Max Black (1909-1989) fue el hombre que estableci6 el camino a seguir en el estudio de la vaguedad.
Black plante6 sus ideas en su articulo "Vagueness: An Exercise in Logical Analysis" publicado en 1937. En ese articulo
Black manifest6 estar de acuerdo con Peirce en el sentido de que la vaguedad representaba un continuo. Tambien acept6
estar de acuerdo con Rusell en que la vague dad es objeto de gradaci6n. De hecho, afirm6 que 10 continuo implicaba grados.
"La continuo no necesariamente es continuo, puede ser discreto como una linea punteada y si los intervalos son 10
sujicientemen/e pequefios, entonces nadie notarci su discontinuidad". Por ejemplo, aludia, "Ia forma en que se habla el
Alemim de villa en villa a traves del pais (Alemania) va cambiando lentamente, de tal manera que en villas vecinas este
cambia es imperceptible. Sin embargo, estos cambios acumulados hacen que personas en los dos extremos del pais
practicamente no se puedan entender. Alga similar sucede can los objetos, por ejemplo el concepto "silla ". Si se ponen en
una linea una serie de objetos cuya apariencia vaya dejando de ser la de una silla en grados pequefios, entonces, esto sera
imperceptible para alguien que observe dos objetos contiguos. Dado 10 anterior, se puede tomar un determinado numero



para cada objelo. Tal numera indicara un grado y el objelo "silla" sera la coleccion de esos grados" [I). i,Pero grados de
que?Black pudo elegir grad os de verdad, sin embargo, eligi6 grad os de "uso ". El numero de cada uno de esos objetos en la
filamostraba el porcentaje en que la gente 10 lIamaria "silla ". Una silla es una silla si la mayoria de la sociedad la nombra
siIJa.Bajo este razonamiento fa vaguedad fue considerada por Black como materia de probabilidad. Por ejemplo, si el 67%
deunapoblaci6n nom bra a un objeto silla, entonces este objeto es una silla en un 67%. Asi mismo, la probabilidad de que la
siguientepersona que yea el objeto Ie asigne el nombre de silla es del 67%.

Black sugiri6 que los terminos vagos podian formar conjuntos e incluso dibuj6 fas primeras curvas de 10 que
posteriormente serian los conjuntos difusos. EI pens6 que con estos conjuntos se podrian hacer operaciones, asi como
pennitirian la existencia de subconjuntos [I). Tambien observ6 que un conjunto podia ser un subconjunto parcial de otro.
Detal manera, Black habia desarrollado una nueva estructura intelectual, pero nuncajunto las piezas.

En 1965 Lotfi Zadeh publico su articulo "Fuzzy Sels" [3] en don de junta las partes que Black habia dejado dispersas. A
diferencia de Lukasiewicz y Black, Zadeh manipul6 de manera correcta la vaguedad y estableci6 Ie estructura de la 16gica
difusa.Esta estructura fusion6 la l6gica de Lukasiewicz con la 16gica chisica.

2.2.2 Logica Difusa y Conjuntos Difusos : Una Forma de Manipular la Vaguedad e Imprecision
Si la 16gica tradicional se define como la ciencia que trata de los principios formales del razonamiento, entonces fa /Ogica
difusa se puetle definir como fa ciencia que trata de los principios formales del razonamiento aproximado, en donde el
raZO/lamientopreciso es un caso extrema y particular [2]. En otras palabras, la 16gica difusa es una extensi6n de la 16gica
clasica.

En gr<lJ1medida la logica difusa fue motivada por la necesidad de encontrar una estructura conceptual para manipular la
vaguedade imprecisi6n inherentes a la representaci6n que las personas hacen del mundo real y que expresan con el lenguaje
natural. Tiene su origen en la teoria de los conjuntos difusos que comenzo a desarrollar L. Zadeh en 1965 [3] como "un
sistema que proporciona una via natural para tratar los problemas en los que la fuente de imprecision es la ausencia de
criterios claramente definidos de tipos de pertenencia". En la actualidad, la logica difusa constituye una metodologia muy
adecuada para el tratamiento del conocimiento ordinaria (conocimiento del senti do comun): para su organizaci6n,
representaci6n y manipulaci6n.

La 16gica difusa descansa en la afirmaci6n de que un concepto generalmente tiene fronteras no bien definidas 0 vagas.
Enla 16gica tradicional estos conceptos se fuerzan a tener limites bruscos, por supuesto, las personas no utilizan estos limites
alexpresarse de dichos conceptos. Con su propuesta, Zadeh ofreci6 un esquema conceptual mas apropiado para representar
elconocimiento expresado con eflenguaje que el proporcionado por la 16gica clasica. Para ello se bas6 en la premisa de que
laspercepciones humanas envuelven, en su mayor parte, conjuntos difusos, esto es, clases de objetos en los que la transici6n
de la pertenencia a la no pertenencia es gradual mas bien que abrupta. Por ejemplo "muy atractiva", "extremadamente
inteligente", "bastante aceptable", "mas 0 menos acertados", "casi verdad", etc. Tales conjuntos vienen determinados
(definidos), no como los conjuntos en ef sentido clasico: por una definici6n extensional 0 intencional (la cual garantiza, por
igual, la pertenencia de sus elementos), sino por referencia a un contexto, por un procedimiento semcmtico mas bien que
sintactico; quedan determinados por referencias a dominios especificos (locales) [4]. De tal forma, la f6gica difusa refleja
conmayor aproximaci6n la manera en c6mo la gente piensa, para ello modela parciafmente 10 que decimos con palabras, la
formaen que tomamos decisiones, la forma en que reconocemos signos y sonidos. Se piensa que en un futuro tambien podra
copiarfunciones cerebrales, tales como detectar el color y distinguir fen6menos [5].

Lo difuso de una propiedad cae en la ausencia de limites bien definidos del conjunto de objetos a quienes esta propiedad
seaplica. De manera mas especifica, sea U el campo de referencia, tambien lIamado universo del discurso, que cubre un
rangodefinido de objetos. Ahora considerese un subconjunto F de U, donde la transici6n entre ser miembro y no miembro
esgradual en fugar de abrupta. Este subconjunto difuso F obviamente no tiene Ifmites bien definidos. Por ejemplo, F podria
serel conjunto de hombres altos en una comunidad U, es decir, el conjunto de hombres que tienen la propiedad de ser altos.
Usualmente, existen miembros de U que son definitivamente altos, otros que no son del todo altos, pero tam bien existen
casosque estan en el limite. Entonces, un grado de membresia de 1 se asigna a los objetos que pertenecen completamente a
F, en este caso, los hombres que definitivamente son altos. De manera inversa, los objetos que definitivamente no
pertenecen a F tienen asignado un grado de membresia de O. Obviamente los casos que caen en la frontera (limite) tendran
ungrado de membresia entre 0 y I. En otras palabras, entre mas un elemento u objeto sea caracteristico de F, mas cerca al
alor de I estara su grado de membresia. Entonces, el uso de una escala numerica, como el intervalo [0, I], permite una
epresentaci6n conveniente del grado de membresia (0 grado de pertenencia) [6].
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Sin embargo, es necesario aclarar tres situaciones. Primero, no existen grados de membresia precisos por si mismos,
elloss610son indices de tendencias que son subjetivamente asignados por un individuo 0 por un grupo de ellos. Asi, desde
un punto de vista psicol6gico, el grado de membresia no es un objeto primitivo. Este solamente refleja un ordenamiento
sobre los objetos del universo del discurso, inducido por la propiedad asociada con F, en este caso, a/lo. Este ordenamiento,
cuando existe, es mas importante que los grados de membresia por si mismos. Segundo, los grados de membresia no estan
absolutamente definidos, en la mayoria de los casos son dependientes del contexto. Por ejemplo, Daniel con una altura de
solamente 175 cm puede ser c1asificado como hombre a/lo por un Mexicano, pero un Suizo dificilmente 10 consideraria
como un hombre a/to. Tercero, 10 difuso difiere de 10 impreciso en que este ultimo concepto se refiere a una ausencia de
conocimiento acerca del valor de un parametro, ejemplo altura, y entonces es expresado en un intervalo de tolerancia nitido
o claro. El intervalo es el conjunto de todos los posibles valores de un parametro. Lo difuso ocurre cuando el intervalo no
tiene Ifmites c1aros 0 bien definidos, ejemplo el conjunto difuso F.

De acuerdo con 10anterior, la teorla de los conjuntos difusos y sus ulteriores desarrollos, la 16gica difusa y la teorla de la
posibilidad, constituyen modelos que resultan especialmente utiles para tratar con la vaguedad y la incertidumbre de manera
mas "natural" y mas "humana" que la 16gica y la teoria de conjuntos clasicos. Los sistemas extraidos de la 16gica clasica
presentan las dificultades de la rigidez y Ia bivalencia, y resultan, por ello, inservibles para expresar la ambigliedad del
significado que se da en el lenguaje natural, base fundamental de los procesos cognoscitivos y de la interacci6n hombre-
maquina.

Ciertamente existen ya otras metodologias, extraidas de la teoria de la probabilidad, para tratar con la incertidumbre:
inferenciabayesiana, probabilidad subjetiva, teoria de la evidencia; pero hay cierto tipo de incertidumbre de la que no puede
darcuenta la teoria de la probabilidad. En estas metodologfas la incertidumbre reside, entonces, en la aleatoriedad (azar) de
lossuceses, aun cuando estos sean precisos y las proposiciones correspondientes sean inambiguamente verdaderas 0 falsas.
Por ejemplo: "el pr6ximo mes nevara", "Ianza el dado y saca un as", etc. Este tipo de incertidumbre constituye
fundamentalmente el campo de la teoria de la probabilidad. Pero la incertidumbre puede ser causada por la ambigliedad 0
por Ia vaguedad, inherentes, ambas, en el significado de la mayorfa de los terminos utilizados en ellenguaje ordinario.

Por otro lado, hay que aclarar que a pesar de que en su utilizaci6n comun la ambigliedad y la vaguedad tienen un mismo
significado, esto no es asi. Una palabra 0 frase se dice que es ambigua cuando esta involucra un conjunto discreto de
posibles significados, 10 cual produce incertidumbre acerca de cuM es eI apropiado en una determinada instancia de usa
(contexto). Mientras que una palabra 0 frase se dice que es vaga si su significado se refiere a un espectro continuo de
interpretaciones, bien a causa de la ausencia de Ifmites precisos, como en el caso de los ant6nimos (frio-caliente) y otros
conceptos: valiente, alto, atractiva, etc., 0 bien a causa de una multiplicidad de criterios de uso, 10 que conduce a un
conjunto de significados que se solapan; por ejemplo, los terminos temperatura y color.

Los predicados ambiguos 0 vagos inducen conjuntos difusos en el sentido de Zadeh. Los predicados (cuantificadores,
cualificadores) vagos son intrinsecos en los lenguajes naturales; por tanto, necesariamente producen incertidumbre en los
enunciados de los que son constituyentes. Ademas, este tipo de incertidumbre es de naturaleza no probabilfstica: no depende
del azar; no deviene clarificada con el paso del tiempo 0 con la testificaci6n. Antes bien, reside en el significado de las
palabras; es, pues, inherente en el lenguaje, y, dado que este es inseparable del pensamiento humano, siempre tendra lugar
en mayor 0 menor medida y ocupara buena parte en los procesos cognoscitivos. EI calculo de probabilidades sirve para
determinar en que medida cabe esperar (esperanza matemfltica) que suceda, 0 no, algo concreto. "Los sistemas difusos
permitell medir el grado en que algo esta sucedielUlo ya".

En 10 que se refiere alas aplicaciones que involucran el conocimiento del sentido comun (0 conocimiento ordinario), los
modelos difusos resultan mas realistas, mas humanos y mas utiles que los modelos 16gicos 0 matematicos clasicos, por
cuanto que expresan las experiencias humanas, el sentido com un, el significado del Jenguaje natural, la verdad de las
proposiciones, etc., como un sistema continuo, en lugar de hacerlo en un sistema de dos valores [4].

En 10 que se refiere al mundo de la ciencia, durante mucho tiempo los cientificos han enfrentado el problema de tratar
con sistemas complejos. Los sistemas simples como el pendulo pueden modelarse con ecuaciones y los sistemas
enormemente desorganizados como las moleculas de un gas en una jarra pueden describirse con metodos estadisticos. Sin
embargo, las ecuaciones y la estadistica fallan al querer modelar sistemas biol6gicos 0 humanisticos, es decir, sistemas
centrados en el humano 0 donde este tiene una gran injerencia. Zadeh sustenta 10 anterior al decir "es la tremenda
complejidad de los organism os vivos; complejidad cuyo orden de magnilud es mas grande que aquel encontrado en el
sistema inanimado mas complejo hecho u observado par el hombre" [7]. Lo anterior es respaldado por su famoso Principio
de incompatibilidad: "En la medida en que crece la complejidad de un sislema, en esa misma medida disminuye nuestra



capacidad para hacer precisos y aun signijicativos enunciados acerca de su comportamiento, hasta alcanzar un umbral,
nUls alia del cual la precision y la signijicancia (0 relevancia) resultan, casi siempre, caracteristicas mutuamente
exclllyentes ",

EI cerebro es un sistema complejo. EI lenguaje es un sistema complejo, el esparcimiento de una enfermedad es un
sistema complejo, la ley es un sistema complejo. La complejidad domina la vida (el mundo real), las ciencias del
comportamiento, la sociedad, el medio ambiente asi como la medicina y aun mucho de la tecnologia. Tales sistemas
frecuentemente tienen un comportamiento impredecible.

Desde el punto de vista de la Ingenieria, muchos sistemas aceptan una descripcion exacta en razon de su naturaleza.
Razonable precision existe en los sistemas lineales, los sistemas estables y en los sistemas no variantes en el tiempo. Sin
embargo otros carecen de ella. Estos incluyen, por ejemplo, los sistemas descentralizados y los sistemas lentamente
variables en el tiempo. Asi, en el area de la ingenieria, la aplicacion mas exitosa de la logica difusa se ha dado en los
denominados sistemas de control difuso (SCD).

Asi, antes de describir los SCD, es necesario establecer una notacion y definir los conceptos fundamentales de la logica
difusa. Lo cual se realiza a continuacion.

2.3 NOTACION, TERMINOLOGiA Y OPERACIONES BAsICAS CON CONJUNTOS DlFUSOS
2.3. 1 Conjuntos Difusos y Terminologia
Sea U una colecci6n de objetos denotados genericamente por {u}, que pueden ser discretos 0 continuos. A V se Ie denomina
universo .del discllrso y u representa el elemento generico de U. Por ejemplo, un universe del discurso V, puede ser el
conjunto de todos los numeros reales; el conjunto de enteros 0, I ,2, ... , I00; el conjunto de todos los residentes de una ciudad;
el conjunto de objetos en un cuarto; etc. Los universos del discurso generalmente se denotan con los simbolos U, V, W, X, Y
y Z, con 0 sin subindices 0 superindices. Un conjunto difuso en U generalmente se denota con las letras mayusculas A, B, C,
D, E, F, G, H, con 0 sin subindices 0 superindices.

Definicion 2. 1.' Conjunto Difuso.
Unconjunto difuso Fen el universo del discurso Vesta caracterizado por una funcion de membresia ,uF:V~[O, I] que
asocia a cada elemento de u en V un numero ,uF(U) en el intervalo [0, 1]. Un conjunto difuso se puede ver como una
generalizaci6n 0 extension del concepto de conjunto dado por la teoria clasica de conjuntos. Recuerdese que en esta ultima
ladefinici6n de la funci6n de membresia solo puede tomar dos valores {a, I}.

EI conjunto difuso F en V se puede representar como el conjunto de pares ordenados del elemento generico u y su
respectivo grade de membresia 0 grado de pertenencia dado por ,uF, esto es:

n

F = L,uF(U;)/U;
;=1
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Definicion 2. 2: Soporte, pun to de cruce y singleton.
El soporte Supp(F) del conjunto difuso F es eJ conjunto nftido (no difuso) de todos los puntos u de U tales que Jl.F(u»O, esto
es:

En particular, eJ elemento u en U para el que j.1.F(U) = 0.5 se denomina punta de cruce.
Un conjunto difuso F cuyo soporte es un unico punta en U con j.1.F(U) = 1.0 se denomina singleton.
El conjunto difuso F se dice que es compacta si su soporte es finito.

En la literatura de la teoria de los conjuntos y sistemas difusos se han reportado varios metodos para describir un
conjunto difuso, a continuaci6n se daflin dos ejemplos y para mayor detalle referirse alas referencias [8] y [9] en donde se
muestran diversas formas de representar un conjunto difuso.

Ejemplo 2. 1: Sea el universe del discurso el intervalo [0, 100] con u interpretado como el concepto edad. Un conjunto
difuso en U lIamado viejo se puede definir por medio de una funci6n de membresia tal como:

rOO( - )-1viejo =!o 1+( u550) 2 ju

En este caso, el soporte del conjunto difuso viejo es el intervalo [50, 100], Supp(viejo) = [50, 100]; Y el punto de cruce
es u = 55. La representaci6n gnifica del conjunto difuso viejo se puede apreciar en la figura 2.1.

50 60

U

Ejemplo 2.2: Considerese el universe del discurso U={O, 1,2,3,4,5,6,7,8,9, lO} Y el conjunto difuso entero cercana a
cera. Este conjunto se puede representar como:

entero cercano a cera = 1.0/0 + 0.9/1 + 0.75/2 + 0.5/3 + 0.2/4 + 0.1/5.
10
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con el concepto representado por F. Por ejemplo, en el caso del conjunto difuso viejo definido por la expresi6n (2.6), el
grade en que el valor numerico de 60 aflos es compatible con el concepto "viejo" es de ,u"i"Jo(60)=0.8. En otros casos ,uF(U)
se puede interpretar como el grade de la posibilidad de U dado F. Cuando ,uF(U) es considerado como un grade de
compatibilidad 0 posibilidad, la funci6n ,uF:V~[O, I] puede referirse como funci6n de compatibilidad 0 funci6n de
posibilidad, respectivamente [10].

Es importante hacer notar que el significado asignado a un valor numerico particular de la funcion de membresia es de
naturaleza subjetiva y dependiente del contexto de definicion. Por otra parte, una vez definido el conjunto difuso, este no
tiene nada de difuso; es decir, a traves de una funci6n continua 0 discreta, el conjunto queda bien definido. Entonces el
termino "difuso" puede verse justamente como el nombre seleccionado para distinguir la clase de conjuntos donde JLF(U)
puedetomar todo el rango de valores entre 0 y I inclusive.

Definicioll 2. 3: COlljlllltO corte-a
Conjuntocorte-a es el conjunto nitido de los elementos que pertenecen al conjunto difuso F en at menos el grade a, esto es:

Definicion 2. 4: Ancho de un conjunto difuso.
EIancho de un conjunto difuso convexo F con soporte S(F) esta definido por:

donde sup e inf denotan las operaciones matematicas del supremo y el infimo, respectivamente. Estas operaciones se definen
como sigue:

a=sup(F) si y solo si '1/ uEF:u$.a y '1/£>0:3 uEF:u>a-£

f3 = inf(F) si y solo si '1/ u E F :u '? f3 Y '1/£ > 0 :3 u E F :u < f3 + £

Si el soporte de F es acotado, entonces las operaciones sup e inf se pueden reemplazar por el maximo y el minima
respectivamente.

Defillicion 2. 5: Nucleo.
El nticleo de un conjunto difuso F es el conjunto nltido que contiene todos los valores con grade de membresia igual a I,
esto es:

nucleo (F) = {u E VI ,uF(U) = I}

Si solamente existe en V un punta con grade de membresia igual a uno, entonces a este punta se Ie denomina valor pica
de F.

Definicion 2.6: Altura de un conjunto difuso.
La altura de un conjunto difuso F, denotada por hgt(F), esta dada por el grado de membresia supremo sobre toda u en V,
esto es:
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sup f.lF(U)
liE U

Es decir, la altura es el maximo grade de membresia dado por j.J.F.
Unconjunto difuso F se dice que es normal si hgt(F) =I Yes subnormal si hgt(F)< I.

Definicion 2.7: COiljunto difuso cOllvexo.
Sedice que un conjunto difuso es convexo si su funci6n de membresia no tiene depresiones. De manera formal, un conjunto
difusoes convexo si y s610 si:

Lo anterior significa que la funci6n de membresia es, por ejemplo, creciente, decreciente, 0 en forma de campana de
gauss.Tambien es facil ver que un conjunto difuso F es convexo si y s610 si sus cortes-a son convexos en el senti do de las
matemMicasclasicas. En la figura 2.2 se muestran dos conjuntos difusos, uno convexo y el otro no.

Definiciun 2. 8: Nt/mera difusa.
Un mimero difuso Fen el universo de discurso continuo V, es un conjunto difuso que es normal y convexo.

Definicion 2. 9: Ctmlinalidad de un cOlljltnto difltso.
La cardinu/idad de un conjunto difuso Festa definida como:

IFI = I,uF (u)
liEF

IIFII=IFI
Ivl

dondeIUI es la cardinalidad del universo del discurso U.

2.3.2 Conjunto Te6rico de Operaciones Basicas con Conjuntos Difusos
Debido a que los conjuntos difusos se denotan en terminos de sus funciones de membres[a, las operaciones con conjuntos
difusostambien se definen via sus funciones de membresia. Sean A y B dos conjuntos difusos en el universo del discurso U,

confunciones de membresia j.J.A y ,uB respectivamente.



Definicion 2. 10: Conjunto vacio.
Unconjunto difuso esta vacio si y solo si JiA (U) = 0; yes universal si y solo si JiA (U) = I "d u E U.

Definicioll 2. II: Igllaltlatl tie conjlllltos.
Dosconjuntos difusos A y B son iguales (A = B) si y solo si Vu E U: Ji A (u) = Ji H(u).

Definicion 2. 12: SlIbconjllllto.
AessubconjuntodifusoB (AsB)siys610si Vu E U:JiA(U)~JiH(U),

En la teoria chisica de conjuntos la uni6n, intersecci6n y complemento son operaciones simples definidas sin
ambigUedad. Esta c1aridad de definicion viene dada por el hecho de que las operaciones logicas AND, OR y NOT tienen
una semantica bien definida basada en una logica de proposiciones. Por ejemplo, "¢ AND I.JI", en la logica de
preposiciones es verdadera si y solo si ambas expresiones ¢ y I.JI son verdaderas. En la teoria de los conjuntos difusos la
definicion de estas operaciones no es tan simple, esto se debe a la utilizacion de grados de pertenencia, Zadeh propuso [10]
lassiguientes definiciones para la interseccion, uni6n y complemento, respectivamente:

Vu E U: JiAnB (u) = min(JiA (u), JiB (u)),

Vu E U: Ji AvB(u) = max(Ji A (u), JiB (u)),

Vu E U:JiA(u)=l-JiA(U)'

(2.16)

(2.17)

(2.18).

Las definiciones anteriores son una extensi6n muy simple de las operaciones clasicas con conjuntos. Sin embargo, se
pueden realizar otras extensiones. De manera general, normas triangulares (T-norma y T-conorma 0 S-norma) se utilizan
para representar las operaciones de intersecci6n, uni6n y complemento. Una norma triangular 0 T-norma se puede
considerar como el operador de intersecci6n mas general.

Defillicioll 2. 13.' T-Ilorma.
Una norma triangular 0 T-norma "I" es una funci6n binaria en el intervalo unitario [0, 1] que puede representar la
operaci6n de intersecci6n si satisface las siguientes condiciones:

T-l: atb=bta;
T-2: (a t b) ( c = a ( (b t c);
T-3: a5,c y b5,d implicaque atb5,ctd;
T-4: at 1 = a;

con C/, b, c, dE [0, 1].

Minimo: M(a, b) = min(a, b)
Producto algebraico: ma, b) = a * b
Lukasiewictz: W(a, b) = max(O, a + b - I)

Z(a, b) = {:o
en otro caso

(2.19)
(2.20)
(2.21)

b=l

a = 1

Para cualquier T-norma se verifica que Z 5, t 5, M. En particular, para las T-normas citadas, se cumple que Z 5, W 5, n 5,
M. Las T-normas mas utilizadas son el minimo (min) y el producto.

Definicion 2. 14: T-conorma 0 S-Ilorma.
Una conorma triangular 0 S-norma "s" es una funci6n binaria en el intervalo unitario [0, I] que puede representar la
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S-I : a s b = b s a;
S-2: (a s b) s c = a s (b s c);
S-3: a 5, c y b 5, d implica que as b 5, c s d;
S-4: as 0 = a;

con a, b, c, dE [0, I].

Maximo: M*{a, b) = max(a, b)
Suma probabilistica: n"(a, b) = a + b = a + b - a * b
Lukasiewictz: W"(a, b) = min(a + b, I)

{

a si
Degenerada: Z"(a, b) = b

l

si

en otro caso

(2.23)
(2.24)
(2.25)

b=O
a=O

Para cualquier S-norma se cumple que M" 5, s 5, Z". Las S-normas mas utililizadas son el maximo y la suma
probabilistica.

Definicion 2. 15: Complemento.
La operaci6n complemento "c" debe al menos satisfacer las siguientes condiciones:

C-I: c(O) = I;
C-2: a < b implica c(a) > c(b);
C-3: c(c(a)) = a.

Definicion 2.16: SUnla acotada.
La sum a acotada de A y B (A EBB) esta definida por:

A $ B = 1mine I, j.1 A (U) + j.1 B (u)) / U

Definicion 17: Resta aeotada.
La resta acotada de A y B (A e B) esta definida por:



Definicion 2. 18: Producto algebraico.
EI producto algebraico de dos conjuntos difusos A y B (A * B) esta definido por:

DefiniciOn 2. 19: lnvolucion.
Lainvolucion 0 potencia a del conjunto difuso A, donde a es un numero real, esta definida por:

Definicion 2. 20: Concentracion.
Laconcenlracion del conjunto difuso A (CON(A)) esta definida por:

Definicion 2. 21: Di/atacion.
Ladilataci6n del conjunto difuso A (D/L(A)) esta definida por:

2.4 RELACIONES DlFUSAS
En los sistemas difusos las relaciones 0 mapeos se realizan entre variables difusas definidas en diferentes universos del

discurso. Estas relaciones se efectuan a traves de sentencias condicionales difusas 0 implicaciones lingUisticas de la forma:

Antes de definir una relaci6n difusa es necesario definir el producto cartesiano de conjuntos difusos. El producto
cartesiano de los conjuntos difusos A y B denotado por A x B se define por:

donde V x V es la colecci6n de pares ordenados (u, v), tales que V x V = {(u, v) / u E V, V E V}. De manera genera se
tiene la siguiente definici6n:

Definicion 2. 22: Producto Cartesiano.
Si A I,.'" An son conjuntos difusos definidos en los universos del discurso VI,.", Vn , respectivamente, entonces el producto
cartesiano de A " ..., An es un conjunto difuso en el espacio producto VI x V2 x ..·x Vn con las funciones de membresia:
can t = min

J-L A
1
xA

2
x···xA

n
(u1'U2 , ... 'Un) = {,u AI (U1) * J-L A

2
(U2) * ... * J-L An (Un)} (2.38).

15
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Ahora se tienen las condiciones para definir una relaci6n difusa. Una relaci6n difusa de la forma A => B, denotada por R,
del conjunto A c V al conjunto B c V se define como un subconjunto difuso del producto cartesiano V x V. R se
caracterizapor la funci6n de membresia de 2 variables IlR(U, v) dada por:

R = A x B = r JiJl(u,v)/(u,v)
llxv

= J .JiA(U) t JiIJ(v)/(u,v)
I xl'

{
min(Ji A (u), Ji B (v)) minima

JiR(U,V) = JiAxB(U,V) = ()* () d
Ji A U Ji B V pra ucta

La funci6n de membresia IlR(U, v) corresponde a la fuerza de conexi6n 0 correlaci6n entre U y v en el mapeo 0

implicaci6n.

Definicion 2. 23: Relacioll Difusa R.
Una n-aria re/acion difusa R, es un subconjunto difuso en VI x V2 x..·x Vn dado por:

Dados los conjuntos difusos finitos expresados de manera discreta como A = {al> a2, ... , am} Y B = {bl> b2, •.. , bn}, una
relad6n difusa R = A x B se puede expresar con la matriz m'x n .'

JiR(al>bJ) JiR(al>b2) JiR(al>bn)

Mil =
JiR(a2 ,bl) JiR(a2,b2) Ji II (a2 ,bn)

(2.43).

JiR(a""bl) JiR(a""b2) JiR(a""bn)

A la matriz anterior se Ie denomina matriz difusa. Los elementos de la matriz difusa son valores que estan dentro del
intervalo [0, I], dado que IlR tiene valores dentro de este rango.

Ejemplo 2. 3: Sea el universo del discurso discreto V = {O,20, 40, 60, 80, 100} y los conjuntos difusos etiquetados como
rapida y /enia:

A = rapida = % + 0/20 + 0.3/40 + 0.7/60 + 1/80 + 1/100
B = /ento = 1/0 + 0.7/20 + 0.3/40 + 0/60 + 0/80 + 01100,

considerese la siguiente sentencia condicional difusa: "Si B es /enta entonces A es rapida". La matriz difusa de la relaci6n
B x A es de la forma dad a por (2.43). Si se utiliza la T-norma del minima la matriz difusa esta dada por:



[min(I" (a,), 1',(b,» min(,u B(al ),,u A (b2»
m in(,u B (a2),,u A (bl» min(,u B(a2 ),,uA (b2»

BxA=

min(,uB(a~),,L/ A (bl» m in(,u B (a6),,u A (b2»
0 0 OJ 0.7 1 1
0 0 0.3 0.7 0.7 0.7
0 0 OJ 0.3 0.3 OJ
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

m in(,u B (al),,u A (b6 »]
m in(,u B (a2),,L/ A (b6»

m in(,u B (a6),,u A (b6»

Mientras que si se utiliza el producto entonces la matriz difusa esta dada por:

J1 s (al) * J1,4 (bl) ,L/ B (a I ) * J1,4 (b2 ) J1s(al) * ,L/,4(b6)

BxA=
J1B(a2) * J1A(bl) J1 B (a 2 ) * J1 A (b2 ) J1 B (a2) * J1 A (b6)

J1 B (a6) * J1 A (bl ) J1 B (a6) * J1 A (b2 ) J1B(a6) * J1A(b6)

0 0 0.3 0.7 \ \

0 0 0.2\ 0.49 0.7 0.7
0 0 0.09 0.2\ OJ OJ
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

Deforma gnifica las 2 relaciones se muestran en la figura 2.3. De aqui se puede observar que la T-norma del producto
algebraicoproduce una superficie de relaci6n mas suave que la arrojada por el mfnimo.

Grado de pertenencio f f Grado de pertenencia Grado de pertenencia f lGrado de pertenencia

Figura 2.3 (a) Relaci6n B x A utilizando la T-norma del mfnimo,
(b) Relaci6n B x A utilizando la T-norma del producto.
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2.4. I Operaciones con Relaciones Difusas
Las relaciones difusas son muy importantes en la teoria del control difuso, ya que con ellas se pueden describir las
interacciones que se dan entre las variables de un proceso. Antes de describir como se efectua 10 anterior, primero es
necesariodar algunas definiciones que se refieren alas operaciones que se pueden realizar con las relaciones difusas. Las
primerasdos operaciones son la intersecci6n y la uni6n:

DefiniciOll 2. 24: Jllterseccioll de relaciolles difusas.
SeanR y Sdos relaciones difusas binarias definidas en U x V. La intersecci6n de R y Sesta definida por:

Definicioll 2. 25: UlliOll de relaciolles difusas.
Launion de R y S esta definida por:

lO.8
R = "u considerablemente mas largo que v" = °

0.9

lOA °
S = "v muy cerca de u" = 0.9 0.4

OJ °

1 0.1

0.8 °
1 0.7

0.9 0.6]
0.5 0.7

0.8 0.5

La intersecci6n de las relaciones R y S denotada como Uu considerablemente mas largo que v y v muy cerca de u", esta
dada por:

[

0.4 0 0.1
R (1S = 0 0.4 0

OJ 0 0.7

La uni6n de las relaciones R y S denotada como "u considerablemente mas largo que v 0 v muy cerca de !i", es la
relacion:

[

0.8
RuS = 0.9

0.9

1 0.9
0.8 0.5

1 0.8

0.7]
0.7
0.8

En el ejemplo anterior, para la operaci6n de intersecci6n se utiliz6 la T-norma del minimo, mientras que para la uni6n se
utiliz6 la T-conorma del maximo. Es necesario aclarar que se pudo utilizar cualquier T-norma para realizar la operaci6n de
intersecci6n, asi como cualquier T-conorma para realizar la operaci6n de uni6n.



Dos operaciones con conjuntos difusos y relaciones difusas que son de enorme importancia son la proyeccion y la
extension cilfndrica. La operaci6n de proyecci6n Ileva una relaci6n temaria a una relaci6n binaria, 0 una relaci6n binaria a
unconjunto difuso, 0 un conjunto difuso a un 5610valor concreto.

Para definir la operaci6n de proyecci6n sea R una relaci6n en V = x7=, Vi; sea (il , ... , ik) una subsecuencia de (I, ...,n)

y sea Up ...,},) la subsecuencia complementaria de (l, ...,n). Sea V = X:,=I Vim'

Defillicioll 2. 26: Proyeccioll.
Laproyeccion de R en Vesta definida por:

pro} R en V = I sup J.LI/ (u1 , ••• , ull )/(Ui, , ••• , U
ik

)

U 11 •... ,u it

pro} R en V = 1sup J.L /I (u , v) V
/I

En lugar del supremo, que es necesario utilizar cuando U y V son continuos, el maximo se utiliza cuando U y V son
discretos.

[

0.8
R = "u considerablemente mas largo que v" = °

0.9

1 0.1

0.8 °
1 0.7

0.7j° .
0.8

La proyecci6n de R sobre U significa que:
UI toma el valor del grado de pertenencia mas grande de las tuplas (UI> VI), (UI, V2), (UI> V3), (UI> V4); es decir, el valor

maximo de pertenencia encontrado en el primer rengl6n de la matriz difusa.
lIz toma el valor del grado de pertenencia mas grande de las tuplas (U2, VI), (U2, V2), (U2, V3), (U2, V4); es decir, el valor

maximo de pertenencia encontrado en el segundo rengl6n de la matriz difusa.
1I3 toma el valor del grade de pertenencia mas grande de las tuplas (U3, VI)' (U3, V2), (U3, V3), (U3, V4); es decir, el valor

maximo de pertenencia encontrado en el tercer rengl6n de la matriz difusa.

De la misma forma, la proyecci6n de R sobre V se realiza buscando el grade de pertenencia que sea maximo en cada
unade las cuatro columnas. Lo anterior da como resultado el siguiente conjunto difuso:

Tambien se puede realizar la proyecci6n total de esta relaci6n. En este caso el valor de membresia 0 pertenencia maximo
es igual a I. Lo anterior tambien se puede ilustrar con una tabla como sigue:

VI V2 V3 V4 Proj en U
UI I~s Ifs I~II~7 IfsU2

U3 0.9 0.7 0.8
Proj en V 0.9 I 0.7 0.8 Proyecci6n total

I

19
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La operaci6n de proyecci6n casi siempre se utiliza en combinaci6n con la extension cilindrica. La extensi6n cilindrica es
mas 0 menos la operaci6n opuesta de la proyecci6n. La extensi6n cilindrica extiende un conjunto difuso a una relaci6n
binaria, una relaci6n binaria a una relaci6n ternaria y asi sucesivamente. La extensi6n cilindrica tiene la siguiente funci6n:
seaA un conjunto difuso definido en U y sea R una relaci6n difusa definida en U x V, obviamente no es posible realizar la
intersecci6n de A y R, pero si se extiende A a U x V, entonces 10 anterior se hace posible. Sea S una relaci6n en
V = X:'=I Vim' como se mencion6 en la definici6n de proyecci6n, tambien sea V = X~=IVi de la misma definici6n. De
aquila definici6n de la extensi6n cilindrica es:

Definicion 2. 27: ExtensiOn cilindrica.
Laextension cilindrica de S a U se define como:

En el caso de dos variables, sea F el conjunto difuso definido en V, la extensi6n cilindrica de Fen U x Ves el conjunto
detodas las tuplas (u, v) E U x V con grade de membresia 0 pertenencia igual a ).IF(V), esto es:

ce(F) = Lv JlF (v)/(u, v)

I I 1 1
0.8 0.8 0.8 0.8

1 1 1 1

0.9 1 0.7 0.8
0.9 1 0.7 0.8
0.9 1 0.7 0.8

La combinaci6n de los conjuntos difusos y las relaciones difusas, con la ayuda de las operaciones de extension cilindrica
y laproyecci6n, dan origen a otra operaci6n denominada composicion. La composici6n denotada por 0 se define como:

Definicion 2. 28: Composicion.
Sea A un conjunto difuso definido en U y R una relaci6n difusa definida en U x V. La composicion de A y R, que da como
resultadoel conjunto difuso B en V, esta dada por:



Si la operaei6n de interseeei6n se realiza con la T-norma del minimo y en la operaei6n de proyeeei6n se utiliza el
maximo,entonees se tiene:

Esta operaei6n es eonoeida como la eomposici6n max-min. Si la operaei6n de interseeci6n se realiza con la T-norma del
produetoalgebraieo y en la operaei6n de proyeeei6n se utiliza el maximo, entonees se tiene:

endonde un poco mas alto es una relaei6n difusa binaria con la funci6n de membresia f.J1/(x. y) que denota el grade en que x
esunpoco mas alto que y. Esta funci6n de membresia se describe par media de la siguiente matriz:

185.0
182.5
180.0

y 177.5
175.0
172.5
170.0

0.0 0.1 0.4 0.7 1.0 0.7 0.4
0.1 0.4 0.7 1.0 0.7 0.4 0.1
0.4 0.7 1.0 0.7 0.4 0.1 0.0
0.7 1.0 0.7 0.4 0.1 0.0 0.0
1.0 0.7 0.4 0.1 0.0 0.0 0.0
0.7 0.4 0.1 0.0 0.0 0.0 0.0
0.4 0.1 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0

170.0 172.5 175.0 177.5 180.0 182.5 185.0
x

Para determinar la estatura de Juan es neeesario realizar la composiei6n de My R, MaR. Para realizar 10 anterior,
primerose efeetua la extensi6n cilindriea de A, esto es:

185.0
182.5
180.0

Y 177.5
175.0

·172.5
170.0

0.0 0.1 0.4 0.7 0.9 1.0 1.0
0.0 0.1 0.4 0.7 0.9 1.0 1.0
0.0 0.1 0.4 0.7 0.9 1.0 1.0
0.0 0.1 0.4 0.7 0.9 1.0 1.0
0.0 0.1 0.4 0.7 0.9 1.0 1.0
0.0 0.1 0.4 0.7 0.9 1.0 1.0
0.0 0.1 0.4 0.7 0.9 1.0 1.0

170.0 172.5 175.0 177.5 180.0 182.5 185.0
x

EI siguiente pas a es realizar la interseeci6n de las das matrices anteriares, para ella se empleara la T-norma del minima,
asl el resultada es una nueva matriz. Finalmente, la altura de Juan esta dad a por la prayecei6n de R n ce(M) en y. Enseguida
semuestra la matriz R n ce(M) y alii mismo se muestra la prayeeci6n sabre y, esto es:
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185.0
182.5
180.0

Y 177.5
175.0
172.5
170.0

0.0 0.1 0.4 0.7 0.9 0.7 0.4
0.0 0.1 0.4 0.7 0.7 0.4 0.1
0.0 0.1 0.4 0.7 0.4 0.1 0.0
0.0 0.1 0.4 0.4 0.1 0.0 0.0
0.0 0.1 0.4 0.1 0.0 0.0 0.0
0.0 0.1 0.1 0.0 0.0 0.0 0.0
0.0 0.1 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0

Proj eny
0.9
0.7
0.7
0.4
0.4
0.1
0.1

170.0 172.5 175.0 177.5 180.0 182.5 185.0
x

Ahora sup6ngase que existen dos relaciones R y S, donde R esta definida en U x V y S esta definida en V x W. En este
casono es posible realizar la intersecci6n de R y S porque estas estfm definidas en diferentes dominios. Para realizar la
intersecci6n, primero es necesario extender ambas relaciones al dominio U x V x W. Una vez realizado 10 anterior, entonces
seraposible realizar la intersecci6n de R y S. Por ultimo, la intersecci6n debera ser proyectada sobre U x W. Formalmente,
laintersecci6n de R y S esta dada por:

R = r .Ji II (uj , vi) I (Uj , v j)
JfxI, .

ce(S) = r JiS(VI,Wk)/(Uj,VI,Wk)
J/xVxW' .

ce(R)nce(S)= r min(JiIl(uj>Vi),JiS(Vj,Wk)/(Uj,Vj,Wk)
JlxVxW .

Esta ultima expresi6n que resulta de la combinaci6n de las operaciones del minimo y el supremo es extremadamente
importante en la teoria de los conjuntos difusos. Esta se denota como composici6n sup-min "0", as! R 0 S esta dada por:

R 0 S = lxw sup min(Ji II (uj, V), Jis (vi ' Wk)) I(u;, Wk)
j

En lugar del supremo, que es necesario utilizar cuando U, V Y W son continuos, el maximo se utiliza cuando U, V Y W
sondiscretos:



2.4. 2 EI Principio de Extension.
Unconcepto muy importante en la teorfa de los conjuntos difusos es el principio de extension. EI principio de extension
proveeuna metodologia general para combinar conceptos no difusos y conceptos difusos de todo tipo; por ejemplo, para
combinarconjuntos difusos y relaciones, asi como tambien las operaciones de las matematicas tradicionales con conjuntos
difusos. Los conjuntos difusos tambien se pueden interpretar como numeros difusos. En este caso se puede utilizar el
principiode extension para sumar 0 multiplicar dichos numeros difusos.

Sean A1, ...• An conjuntos difusos definidos en V" ...,Vn, respectivamente; y sea f una funcion no difusa f: VI x ... X

Un -; V. EI objetivo es extender f de tal forma que opere sobre A " ... ,An para obtener como resultado un conjunto difuso F
enV. Lo anterior es posible de realizar utilizando la composici6n sup-min como sigue:

Definicion 2.29: Extension.
Laextension de f, operando sobre A " ...,An da como resultado la siguiente funci6n de membresia F:

f-lF(V) = L x--xu min(f-lAI (u1), .. ·,f-lAn (Un))/ !(ul""'un)
I ."

f-l f(A
1
.A

2
) (v) = ~~x min(f-l AI(ul), f-l A

2
(U2))

I· 2
"=/(ul·"2) .

2.5 VARIABLE LlNGUiSTICA
Cuando se describe el comportamiento de sistemas humanlsticos, es decir, sistemas centrados en el humano 0 donde este
tieneuna gran injerencia, generalmente se utilizan palabras en lugar de numeros para caracterizar los valores de las variables
asfcomo las relaciones existentes entre ellas. Por ejemplo, se podria caracterizar la edad, inteligencia, la habilidad para
relacionarse con otras personas y la apariencia de una persona en palabras como sigue:

edad
inteligencia
relaci6n con otras personas
apariencia

muy joven
elevada
no muy amigable
algo atractiva.

Las tareas basicas desarrolladas por los humanos no requieren de un alto grade de precisi6n en su ejecucion. EI cerebro
humane toma provecho de esta tolerancia para codificar la informaci6n, relevante en la toma de decisiones 0 de la tarea
especffica en cuesti6n, dentro de etiquetas de conjuntos difusos que contienen una relaci6n aproximada con respecto a los
datos preliminares. Asi pues, el flujo de informaci6n que llega al cerebro via los sentidos visual, auditivo, tacto, etc.,
eventualmente se reduce a un flujo minimo necesario para desarrollar una tarea especifica con un grade minimo de
precisi6n.



PLANTEAMIENTO Y PRUEBA DE UN NVO. MET. PARA REALIZAR
EL PROCESO DE DEFUZZIFICACION EN CONTROLADORES DIFUSOS

Es claro que el uso de palabras en lugar de numeros implica un grado inferior de precision en la caracterizacion de los
valoresde una variable. En algunos casos, se elige ser impreciso porque no existe la necesidad para tener un alto grado de
precision. Sin embargo, en la mayoria de los casos, la imprecision es forzada a pesar de 10 que se desee; esto debido a que
no existen unidades de medicion para los atributos de un objeto y no existe un criterio cuantitativo para representar los
valoresde tales atributos como puntos en una escala graduada.

Desde esta perspectiva, la funcion principal de las variables lingUisticas es proveer una estructura sistematica para
caracterizar, de manera aproximada, los fenomenos complejos 0 no bien definidos. Esta caracterizacion se realiza mediante
el uso de palabras 0 sentencias expresadas en un lenguaje natural 0 sintetico. Dichas palabras 0 sentencias describen los
valoresy las interrelaciones de las variables de un fenomeno.

De 10 anterior se deduce que la esencia del aprovechamiento lingUistico es que se sacrifica precIsIon para ganar
significancia.Esto hace posible analizar de manera aproximada esos sistemas humanisticos y tambien mecanisticos que son
demasiado complejos para la aplicacion de tecnicas convencionales. La primer caracteristica del aprovechamiento
IingUisticoy del razonamiento aproximado es el uso de las llamadas variables lingUisticas en lugar 0 ademas de variables
numericaspara caracterizar los fenomenos complejos.

Defi/licion 2. 30: Variable lillgiUstica.
Unavariable lingii[stica es aquella cuyos valores no son numeros sino palabras 0 sentencias (proposiciones) expresadas en
unlenguaje natural 0 sintetico (artificial). Asi, por ejemplo, si se considera la variable Edad, entonces esta puede verse
comouna variable numerica cuyo rango de valores es el intervalo [0, 100]; 0 tambien puede verse como una variable

. lingUisticaque puede tomar los valores joven, viejo, no muy joven, no muy viejo, por ejemplo. Cada uno de estos valores
(palabras0 sentencias) se puede interpretar como una etiqueta de un subconjunto difuso del universo del discurso U = [0,
100], cuya variable base u, es el valor numerico generico de Edad tal como se puede apreciar en la figura 2.4.

Va/ores de edad
(conjunlos difllsos)

xes el nombre de la variable.
T(x) es el conjunto de terminos 0 valores de x, es decir, el conjunto de nombres de los valores lingUisticos de x. Cada
valor es una variable difusa denotada genericamente por X y cuyos valores estan dentro de un rango sobre el universo del
discurso U.
U es el universo del discurso, que esta asociado con la variable base u.
G es una regia sintactica para generar los nombres de los terminos de x, es decir, los valores de x.
M es la regia semantica que asocia a cada valor de x su significado M(x), donde M es un subconjunto difuso de U. Es
decir, esta regia define un procedimiento algoritmico para calcular el significado de cad a valor lingtiistico.

Comunmente los valores de una variable lingtiistica tal como Edad se conforman a partir de uno 0 mas terminos
primarios (que son etiquetas 0 calificativos de conjuntos difusos primarios), junto con una coleccion de modificadores y
conectivos que permiten generar un valor lingUistico compuesto a partir de los terminos primarios. Generalmente el numero
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de terminos primarios es dos, en don de uno es el ant6nimo del otro. Por ejemplo, en el caso de la variable Edad, los
terminosprimarios son joven y viejo, con viejo siendo el ant6nimo de joven.

Es preciso aclarar que en el concepto de variable IingUistica el significado de los terminos primarios es dependiente del
contexto, es decir, se asume que el significado de estos terminos se especifica a priori; mientras que el significado de los
modificadores y conectivos no. De tal manera, una vez que el significado de los terminos primarios se ha calibrado 0

especificado en un contexto dado, entonces se puede calcular a traves de la regIa semantica M el significado de los terminos
compuestostales como no muy joven, no muy viejo, no muy joven y no muy viejo etc.

En general el valor de una variable lingiiistica es un termino compuesto X=X,X2"'X" , que es una concatenaci6n de los
terminosindividuales X,X2",X/1' Estos terminos individuales pueden dividirse en cuatro categorias:

J) Terminos primarios, son etiquetas de subconjuntos difusos especificos del universo del discurso.
2) La negaci6n NO y los conectivos Y y O.
3) Bordes, tales como muy, mucho, mas 0 menos, etc.
4) Marcadores, tales como parentesis.

De tal manera que el conjunto de terminos T(x) comprende los terminos primarios junto con los terminos generados a
partirde varias cOTnbinaciones de los terminos primarios.

Por ejemplo, en el caso de Edad (hablando de personas) una posible Iista de sus terminos, es decir los valores de la
variablelingiiistica serian:

joven
nojoven
muy joven
algo joven
mas 0 menos joven
extremadamente joven

viejo
no viejo
muy viejo
algo viejo
mas 0 menos viejo
extremadamente viejo.

no joven 0 viejo
no muy joven y no muy viejo
joven 0 viejo

Algo que es importante seftalar es que la mayoria de las variables IingUisticas tienen la misma estructura que la dada para
Edad.Por ejemplo, si se reemplaza joven por alto y viejo por bajo, se podria obtener la Iista de valores lingUisticos de la
variablelingUistica Estatura (para el caso de personas).

Una variable lingUistica puede caracterizarse con una gramatica atribucional que genere el conjunto de terminos de la
variabley que provea un procedimiento simple para calcular el significado de un valor lingUistico compuesto en terminos de
losconjuntos difusos primarios, es decir, los terminos primarios que aparecen en su constituci6n. Para ilustrar 10 anterior, se
puedeconsiderar la gramatica atribucional mostrada abajo, en donde S, B, C, DyE no son terminales; NO, Y, a Y b son
terminales;a y b son los terminos primarios (tambien los conjuntos difusos primarios); simbolos subscritos de los conjuntos
difusosque se etiquetan con el correspondiente no terminal, con L tl izquierdo (perteneciente al antecedente). R tl
derecho(perteneciente al consecuente); y una producci6n de la forma:

significaque el conjunto difuso que es el significado del antecedente S, es la intersecci6n de SR, que es el significado del
consecuenteS, y BR, que es el significado del consecuente B.

S~B

S~SYB
B~C
B~NOC

C~S
C~D
C~E
D~muyD
D~muyE

SL = BII

SL =SlIrl BII

BL = CII

BL = C'II (~ complemento de CR )

CL = SII

CL =DII

CL =ER
DL = D2

R

EL = E2
11
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D~a
D~b

a
NOa
muya
NOmuya
NOmuymuya

b
NOb
muyb
NO muy b
NOmuymuyb

a Yb
NOa Yb
NOa YNOb
NO muy a Y NO muy b

Para calcular el significado de un tennino compuesto de la fonna x=hu, donde h es un borde y u es un termino con un
significadoespecifico; ejemplo, x=muy viejo, donde h=muy y u=viejo. Un borde h se puede ver como un operador que
transfonnael conjunto difuso M(u) (que representa el significado de u), al conjunto difuso M(hu). Es decir, un borde sirve
comouna funcion generadora de un conjunto mas grande de valores de una variable lingiiistica partiendo de una pequefia
coleccionde tenninos primarios. En la definicion del borde h como un operador se pueden emplear algunas operaciones
basicastales como la concentraci6n y la dilataci6n. Asi por ejemplo el borde muy en esencia actua como un intensificador,
generando un su~bconjunto del conjunto sobre el cual opera. Una simple operacion que tiene esta propiedad es la
concentracion (CON). Lo anterior sugiere que muy x, donde x es un termino, se puede definir como el cuadrado de x, es
decir:

r = 0 2 para x::; a

..!= 2(; =:) para a ~x ~ fJ
Y = vieJo I (x _ a )2

l=1- 2 -- para b::; x ::;y
y-a
= 1 para x::; y

De tal manera que, por ejemplo, si el grado de membresia (0 pertenencia) de Juan en la clase viejo es 0.8; entonces su
gradede membresia en la clase muy viejo es 0.64.

Hasta aqui se han descrito 105 conceptos fundamentales de la 16gica difusa, estos representan las bases para poder
realizar cualquier aplicaci6n. Sin lugar a dudas el area donde la 16gica difusa ha tenido un mayor exito, en cuanto a
aplicaciones se refiere, es en la teoria del control automatico. Por 10anterior en el siguiente capitulo se abordara este tema.
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=========cAPfTULO TRES·=========
SISTEMASDE CONTROLDIFUSO

3. I INTRODUCCION
Unsistema de control de procesos se define como un arreglo de unidades integradas entre si de manera sistematica y racionaL
Estasunidades se encargan de monitorear de manera continua las variables que representan los objetivos de control y las
comparacon el valor deseado (punto de ajuste) para determinar, de esta manera, la desviaci6n. Para corregir la desviacion el
sistemaproduce una sefial de control que, mediante un actuador fmal, la reduce a cero 0 a un valor deseado [1].

En un principio el control se realizaba de forma manual con la constante intervencion de un operador humano; este utilizaba
sussentidos para medir la evolucion del proceso y efectuar acciones que redujeran las desviaciones que se presentaban respecto
alcomportamiento deseado, acciones que generalmente obedecian a su intuicion y experiencia. Es evidente que esta manera de
controlar,que en algunos casos daba resultados aceptables para 10 que se pretendia, dejaba mucho que desear, tomando en cuenta
quecualquier desviacion en las condiciones de operacion de un proceso puede producir grandes perdidas, tanto por exceso de
consumode materias primas 0 energia como por variaciones en la calidad del producto obtenido. Por otra parte fas exigencias
deldesarrollo inqustrial, en donde muchos de los procesos se encuentran encadenados e interactuan entre si, obligo a acelerar la
evoluciondel control de procesos, viendolo no solo como el gobiemo de un proceso individual sino como todo un conjunto de
eUosque tienen que ser coordinados y vistos de manera global.

Para poder evolucionar, el control de procesos necesit6 del desarrollo de sensores y de las tecnicas de medida y de
tratamientode sefiales. En un inicio tales sensores eran mecanicos, posteriormente se consigui6 convertir las sefiales mecanicas
en electricas de tipo anal6gico y por ultimo se ha lIegado a convertirlas en sefiales digitales lognindose, con ello, tratar
numericamentesus valores.

Respecto al equipo de control, los primeros dispositivos fueron tambien mecanicos con reguladores neumaticos; con ellos se
realizabanlas tres acciones tipicas del control: proporcional, integral y derivativa, dando lugar al control PID, de uso universal y
queaun hoy en dia sigue dando buenos resultados en los problemas de control. Con el auge de la electr6nica se introdujeron
reguladoreselectr6nicos que contaron con una mayor precisi6n y en los que se podia incluir una serie de operaciones para
tratamientode la sefiaL

AI aparecer las computadoras estas fueron consideradas como sistemas de vigilancia en donde se adquirian, almacenaban y
tratabandatos; para producir sefiales de alarma, para realizar el calculo de variables que no se podian medir y para elaborar
inforrnesde la evolucion del proceso. Cuando se observo que la computadora era capaz de responder correctamente se Ie
encargola tarea central de control prescindiendo y substituyendo, incluso, a los reguladores anal6gicos.

La informacion referente a las condiciones de operacion del proceso entra en la computadora de manera digital, proveniente
desensores que generan sefiales discretas, 0 sefiales analogicas que son convertidas a digitales. Esta informacion es comparada
conlos valores deseados para producir las ordenes de control, calculadas segun el algoritmo correspondiente a la ley de control
quese desee utilizar, estas ordenes son enviadas a los actuadores correspondientes para efectuar la regulaci6n del proceso. Como
seobserva, la computadora se convirtio en el corazon y cerebro del sistema de control al ejecutar la ley de control, que ya no se
restringeal clasico PID como sucedia en los reguladores analogicos, sino que ahora se puede lIevar a cabo cualquier ley de
controlque pueda programarse.

Por otro fado, con la aparicion y difusi6n del microprocesador los controladores han dejado a un lade la electronica analogica
paraemplear la digital y la informatica. EI uso de un microprocesador como nucleo de un controlador hace que todas las
operaciones, clilculos y algoritmos que antes se realizaban por hardware de forma rlgida ahora se lIeven a cabo por rutinas,
muchomas flexibles, y permite la inclusi6n de algoritmos de control mucho mas complejos y otros tratamientos de senal que
anteriormente resultaba imposible de realizar.

La evoluci6n anterior permiti6 desarrollar sistemas de control que no se restringieran mas alas formas convencionales (PI,
PID,etc.) en donde el modelo del proceso y las leyes de control se expresan en terminos de ecuaciones diferenciales. Asi surgi6
laidea de construir un controlador capaz de captar la experiencia de operarios y expertos; y que ademas funcionara de manera
automatica. Este controlador debla ser capaz de transformar de alguna manera el conocimiento heuristico expresado en
sentencias lingUisticas a un modelo matematico que fuera capaz de producir resultados aceptables. La herramienta para
implementar este nuevo controlador fue la logica difusa, y al controlador se Ie denomino sistema de control difuso (SCD).



A continuaci6n, despues de describirlos componentes de un sistema de control convencional y las caracteristicas
fundamentales de un proceso, se da una descripci6n de las formas de control convencional mas utilizadas. Posteriormente, se
realizauna descripci6n detallada de los sistemas de control difuso.

3.2 SISTEMAS DE CONTROL CONVENCIONALES
3.2. 1 Componentes de un Sistema de Control Convencional
Loscomponentes de un sistema de control convencional se muestran en la figura 3.1.

ELEMEIlTO
FIII'AL DE
CONTROL

Proceso: En la ingenieria de control, proceso se defme como cualquier operaci6n 0 serie de ellas que producen un resultado fmal
deseado.Estas operaciones pueden ser mecanicas, electricas, reacciones quimicas 0 cualquier combinaci6n de ellas.

Elementos de medici6n: Es el conjunto de dispositivos de medici6n que tienen como finalidad el determinar y trahsmitir el
valorde la variable controlada.

Elemento final de control: Es cualquier actuador 0 unidad de potencia que directamente modifica el valor de la variable
manipulada.

3.2. 2 Caracteristicas Fundamentales de un Proceso
Todoproceso posee ciertas caracteristicas fundamentales de retardo y demora en los cambios de sus variables, que dificultan la
acci6nde control. Estos efectos de retardo y demora se denominan retrasos del tiempo del proceso y son provocados por las
siguientes propiedades del proceso [2]:

Capacidad: Se refiere a la cantidad maxima de energia 0 material que puede ser almacenado entre los Iimites de una parte
determinada del equipo, medida en unidades de cantidad.

Capacitancia: Es una medida de las caracteristicas propias del proceso para mantener 0 transferir una cantidad de energia 0 de
material con relaci6n a una cantidad unitaria de alguna variable de referencia. En un proceso, una capacitancia grande es
favorable para mantener constante la variable controlada a pesar de los cambios de carga que puedan ptesentarse. Sin embargo,
esta misma propiedad hace que sea mas dificil cambiar el valor de la variable controlada a uno nuevo, e introduce un retardo
importante entre una variaci6n del agente de control y el nuevo valor que toma la variable controlada.

Resistencia: Es la oposici6n parcial 0 total que el proceso presenta aJ flujo de energia 0 de material. Se mide en unidades de
potencia requeridas para producir una unidad de cambio de flujo.
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Tiempo de transporte 0 tiempo muerto: Es cualquier demora definida entre dos acciones relacionadas, durante el cual el
controladorno ejecuta ninguna accion. Se mide en unidades de tiempo.

Ademas de tomar en cuenta las propiedades anteriores, cuando se realiza la automatizacion de un proceso tambien se debe
lomaren cuenta los cambios de carga en el mismo. La carga del proceso es la cantidad total del fluido 0 agente de control que el
procesorequiere en cualquier momenta para mantener unas condiciones de trabajo equilibrado. Los cambios de carga,
necesariospara mantener el equilibrio del proceso, son generados por cambios en la variable controlada debido a alteraciones en
lascondicionesde operacion. Las siguientes son las causas mas comunes de cambios de carga:

I) Mayor 0 menor demanda del fluido de control por el medio controlado.
2) Variaciones en.la calidad del fluido de control.
3) Cambios en las condiciones ambientales.

3.2.3 Formas de Control Convencionales
La formade control es la manera en que el sistema de control hace correcciones, relativas a una desviacion. Visto de manera
practica,se considera que la forma de control de un controlador es la manera en que este cambia su salida con relacion a una
seilalde error. Se debe aclarar que la forma de control que se aplica a un proceso es el resultante de lascaracteristicas de
operacionde todos los elementos funcionales que componen el sistema de control.

Existenvarias formas de control convencionales que pueden ser aplicadas individualmente 0 en distintas combinaciones, ello
dependiendode las caracteristicas y desventajas propias de cada una, asi como del proceso a controlar. Por 10general, mientras
masdificil sea controlar un proceso, mas complicada sera la forma de control que mejor se adapte al control del proceso en
cuestion.

a)Controlde dos posiciones (todo-nada).
b) Controlflotante.
c)Controlproporcional.
d)Control integral (de reposicion).
e)Controlderivativo.
o Controlproporcional mas integral (PI).
g)Control proporcional mas derivativo (PO).
h) Controlproporcional mas integral mas derivativo (PID).

3.2.3. a Control de Dos Posiciones (Todo-Nada)
Enel control de dos posiciones el elemento [mal de control es Ilevado rapidamente desde una de dos posiciones fijas, a la otra;
tomandola variable controlada, un unico valor. A esta forma de control tambien se Ie conoce como dentro-fuera (on-oft), ya que
enlasdos posiciones el elemento [mal de control generalmente esta abierto 0 cerrado, respectivamente.

Usualmente, este tipo de control se emplea con una banda diferencial 0 zona neutra en la que el elemento [mal de control
permaneceen su ultima posicion para valores de la variable comprendidos dentro de la banda diferencial. De esta manera, los
ajustesde control se realizan variando el punta de ajuste y la gama diferencial.

Este tipo de control funciona adecuadamente si el proceso tiene una velocidad de reaccion lenta y posee un tiempo de retardo
minimo.Sin embargo, es evidente que con esta c1ase de control no pueden alcanzarse condiciones estables de energia de entrada
y salida,y la variable controlada oscilara continuamente hacia arriba 0 hacia abajo del punto de ajuste. En la figura 3.2 se puede
apreciarla curva de respuesta representativa de este tipo de control aplicado a un intercambiador de calor.



3.2. 3. b Control Ftotante
Una variaci6n del control de dos posiciones es el control flotante, en el cual el elemento fmal de control se mueve mas
lentamentede una posici6n a la otra. En este tipo de control, existe una relaci6n predeterminada entre la desviaci6n y la raz6n del
desplazamiento del elemento fmal de control. Tambien puede existir una zona neutra en la cual el elemento fmal de control
permaneceen su ultima posici6n hasta que la variable controlada ha cambiado en una cantidad prescrita.

En el control flotante, al igual que en el control de dos posiciones, la variable controlada tiende a oscilar, pero en este caso las
oscilaciones pueden reducirse al minimo, si se elige adecuadamente la velocidad del elemento fmal de control para compensar
lascaracteristicas del proceso.

Esta forma de control es adecuada cuando los cambios de carga en el proceso son lentos, pero si existen retardos de tiempo
importantes0 si los cambios de carga son muy nipidos, entonces ya no 10 es. En la figura 3.3 se puede apreciar la forma en que
funcionaeste tipo de control.
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3.2. 3. c Control Proporcional
En esta forma de control existe una relaci6n lineal continua entre el valor de la variable controlada y la posici6n del elemento
finalde control, tal como se muestra en la figura 3.4. En otras palabras, el elemento fmal de control se mueve la misma cantidad
paracada unidad de desviaci6n; esto resulta multiplicando la sefial de error por una constante proporcional, como se indica en la
siguiente ecuaci6n:

donde: Uort} = Sellal de salida.
U;(t) = Sellal de error.

Kp = Ganancia proporcional.

Un termino importante en este tipo de control es la denominada banda proporcional (BP), la cual se defme como el
porcentaje de variaci6n de la variable controlada necesario para producir una carrera completa del elemento fmal de control (ver
figura 3.4). Generalmente, la banda proporcional se expresa en tanto por ciento de su campo de medida total. Asi, por ejemplo,
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.siun controlador tiene una banda proporcional de 20, significa que el 20% de la sefial de entrada permisible provocara un
recorridocompleto (sobre su rango) del elemento fmal de control. La f6rmula de la banda proporcional es:

100 %
BP=

Gc

........,..; I'ROPORClONAL

~

ii'

lOa

VARIABLE E>
( % E8CALA DEL CONTROLADOR )

En la ecuaci6n anterior se introduce el concepto de ganancia del eontrolador (Ge) que es el resultante de dividir el cambio
enla salida del controlador entre el cambio a la entrada del mismo.

Este tipo de control responde Unicamente a la cantidad de la desviaci6n y no considera su duraci6n, 10 que da como resultado
que siempre exista un error 0 desviaci6n permanente (offset). En la figura 3.5 se grafica la respuesta de un controlador
proporcional a un cambio de carga escalonado para el ejemplo del intercambiador de calor (figura 3.2).

V1A.1E DEL
ELEMENTO
FINAL DE
CONTROL

POSloON DI! LA vALVULA

OORREoaON I!XACTA

i
VARIABLE
OONTROLADA

PUNTODE
oeSVlACI6N ESTABLE AJUSTE

(OFFSET) \
PUNTO DE
CONTROL

3.2.3. d Control Integral (de Reposici6n)
La forma de control integral es aquella en donde el elemento fmal de control se posiciona de acuerdo con una funci6n integral en
eltiempo de la variable controlada. En terminos matematicos esto es:

U ,,(t) = K i J:) U Jt)dt + U 0 (0)

donde: Vell) = Salida del controlador.
K, = 1(fj Coeficiente integral.
T, = Constante de tiempo de acci6n integral.



U{}(O) = Valor acumulado.
U;(t) = Sefial de error.

Analizando la ecuaci6n anterior, se deduce que cuando la variable de entrada es cero no se modifica la variable de salida, ya
queen este caso se anula la integral y el valor de salida es igual al valor acumulado U{}(O). Si la variable de entrada es pequefia,
entoncesfa variable de salida se modifica lentamente; si esta es grande, entonces su variaci6n es subita. La rapidez de respllesta
esta detenninada por la constante de acci6n integral (TJ, pues cuanto mayor sea la constante de tiempo, tanto menor sera eJ
incrementode la variable de salida por unidad de tiempo para una variable de entrada determinada.

EI control integral corrige por completo la desviaci6n permanente que se presenta en el control proporcional, ya que Sllsalida
variade acuerdo a la cantidad y duraci6n de la desviaci6n; es decir, la correccion de la posici6n del elemento final de control
continuamientras perdure la desviaci6n y por 10tanto se produce una correcci6n exacta, para cualquier cambio de carga. Sin
embargo, la respuesta de esta forma de control es lenta debido a que 105 cambios de signo en la sefial de error no son
considerados hasta que se cancele el error previo, momento en el cual se !leva a cabo la inversi6n en la acci6n de correccion. En
lafigura 3.6 se grafica la respuesta de un control integral a un cambio de carga escalonado.
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3.2. 3. e Control Derivativo
EIcontrol derivativo es aquel en donde la acci6n correctiva es igual a una constante multiplicada por la derivada del error. Su
expresi6n matematica es la siguiente:

d
uort) = T d dt U;(tJ

donde: U,,(/) = Salida del controlador.
Tel = Constante de tiempo derivativo en minutos.

U;(/) = Senal de error.

Este tipo de control no puede aplicarse solo, ya que un error estable 0 constante tendria una derivada igual a cero y por 10
tanto no habria acci6n correctiva. EI control derivativo es adecuado cuando se desea aplicar una acci6n correctiva larga, al
tiempo que se esta formando el error, pues el valor de salida del controlador es proporcional a la velocidad de variacion de la
senal de error.

3. 2. 3. f Control Proporcional mas Integral (PI)
Como se vio anteriormente, el control proporcional por si 5610responde unicamente a la cantidad de desviaci6n y no toma en
cuanta la duraci6n de esta, 10 que da origen a una desviaci6n permanente (offset). Para corregir este defecto, se combina el
control proporcional con el integral. EI prirnero se encarga de que el sistema de control adquiera la velocidad de respuesta
necesaria para actuar de inmediato cuando aparezca el error; con el segundo, el sistema adquiere la caracterfstica de eliminar la
desviaci6n permanente, ya que la correcci6n de la posici6n del elemento fmal de control continuara mientras perdure el error.
Por 10tanto la combinaci6n del control proporcional con el control integral da como resultado la obtenci6n de un control sin
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errorbajo todas las condiciones de carga. En la figura 3.7 puede apreciarse la respuesta de este tipo de control para un cambio de
cargaescalonado.

donde: Vo(l) = Salida del controlador.
Kp = Ganancia proporcional.
T; = Constante de tiempo de acci6n integral.

Vo(O) = Valor alcanzado por la salida antes de presentarse el error.

POSlo6N RESUL TAmE
DE LA vALVULA

CORRECOON Exr.crA

3. 2. 3. g Control Proporcional mas Derivativo (PD)
En esta forma de control existe una relaci6n lineal continua entre la velocidad de variaci6n de la variable controlada y la posici6n
del elemento final de control. En otras palabras, entre mas rapido varfe la variable controlada, mas nipido se movera el elemento
final de control intentando corregir la desviaci6n.

Debido a que este tipo de control tiene como caracteristica el oponerse a todas las variaciones, provoca que el sistema de
control sea muy estable; sin embargo, no logra eliminar la desviaci6n permanente, caracteristica del control proporcional. En la
figura 3.8 se ilustra la respuesta de esta forma de control a un cambio de carga escalonado.
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3.2. 3. h Control Proporcional mas Integral mas Derivativo (PID)
La combinacion de las formas de control proporcional, integral y derivativo permite diseflar un sistema que aprovecha las
ventajas que cada una ofrece:

a) EI control proporcional permite corregir la posici6n del elemento [mal de control en una cantidad proporcional a la
desviaci6n.

b) El control integral permite eliminar la desviaci6n estable originada por el control proporcional, ya que corrige la posicion
del elemento fmal de control en un coeficiente proporcional a la desviaci6n.

c) EI control derivativo permite reducir la oscilaci6n del sistema de control y alinea, de manera rapida, a la variable
controlada.

u()(t) = i_ f:J u ;(t)dt + K p [1 + Tv J U ;(t) + T d d[ ~i ft)L + u()(0) (3.7).
T; Tn t

Como se observa, la ecuaci6n se integra por cuatro sumandos, el primero corresponde a la parte integral; el segundo,
corresponde a la parte proporcional; el tercero, corresponde a la parte derivativa; y el cuarto, corresponde al valor acumulado.

Al aplicar esta forma de control, la variable controlada tiende a desviarse menos del punto de ajuste (set point) y retoma de
manera mas rapida a dicho valor. Este tipo de control se emplea principalmente en procesos con grandes retrasos entre la seflal
de entrada y la respuesta del sistema. En la figura 3.9 se grafica la respuesta de un controlador PID para un cambio de carga
escalonado.
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3.3 DESCRIPCION DE LOS SITEMAS DE CONTROL DIFUSO (SCD)
En los sistemas de control tradicional mas utilizados (PI, PID) el control se ejerce aplicando una f6rmula matemcitica
directa, tal como se vio en la secci6n anterior. Sin embargo, en muchos casos las leyes de control del proceso en cuestion
son dificiles de obtener 0 la relaci6n matematica resultante es demasiado compleja. Por otra parte, puede ser que las
condiciones de operaci6n del proceso no sean totalmente conocidas y la experiencia del operador influya mucho en la
ejecuci6n del control. Debido a que la 16gica difusa crea sus propias fuentes de control al combinar reglas y conjuntos
difusos, esta permite al disenador construir sistemas de control aim cuando su entendimiento del modele matemlitico del
sistema en cuesti6n sea incompleto [3].

En los casos en que existe una alta no linealidad entre las variables de un proceso, en que el modele matematico del proceso
en cuesti6n es incompleto, este no existe, 0 existe pero es dificil de entender, es cuando la 16gica difusa describe el proceso y
las feyes de control por medio de "reg/as de sentido comun" que se refierena cantidades indefinidas (conjuntos difusos). Con
reglas condicionales de la forma "sL.., entonces ... " se describen las estrategias de control y se crea un a/goritmo difUso donde
las variables objeto de control se transforman en variables IingUfsticas. A la parte condicional de la regIa se Ie denomina
antecedente y a fa parte de la acci6n se Ie denomina conclusion (0 consecuente) [4]. EI antecedente de una regIa de control
difuso expresa el estado en el que se deben encontrar las variables del proceso para activarla, mientras que su conclusi6n
especifica los cambios que deben lIevarse a cabo cuando se activa dicha regIa. Expresado en terminos de la ingenieria de
control, el antecedente se relaciona con el estado actual de la variable de control, mientras que la conclusi6n se relaciona con el
incremento 0 decremento que debe sufrir la variable manipulada para reducir la desviaci6n 0 error.

EI algoritmo difuso se defme como un conjunto de reglas que describen un mapeo entre las variables de entrada y las
variables de salida del sistema de control difuso (SCD). De esta manera, al tomar decisiones en funci6n de los diferentes estados
de un proceso se manejan terrninos cualitativos en lugar de terrninos cuantitativos.

Si un SCD tiene n entradas (XI,'''' xni' y m salidas (ZI,.'" zm/, entonces este puede equivalentemente representarse como m
seD cada uno con n entradas y una salida [4]. Por 10anterior, en este trabajo se considerara s610 sistemas de n entradas y una
salida (MISO multiple input single output). EI algoritmo difuso para un sistema MISO esta compuesto por reglas de la forma:

rl.' si (XI es A/~ AND (X2 es Aj) AND ... AND (xn es Ai). entonces (z es HI) (3.8)
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donde: Xi (i=1.2 ..... n) son las variables de entrada al SCD, z es la variable de salida del SCD; A! Y BJ (1=1,2 .... ,m; m es el
numero de reglas) son valores lingUfsticos (conjuntos difusos) definidos para las variables de entrada y la variable de salida
en los universos del discurso VI. V2, ... , Vn Y V, respectivamente. Estos valores IingUfsticos representan terminos vagos tales
como: pequeno, mediano 6 grande, y estan caracterizados por las funciones de membresfa J.l A/ (x i) Y J.l 81 (z) . De

manera general, una regIa difusa mapea el antecedente, formado por la intersecci6n (AND) de los n valores lingUfsticos dados
por las variables (x; es A!), al consecuente formado por un valor IingUfstico dado por la variable (z es BJ).

donde N es el j-esimo conjunto difuso multivariable formado por la intersecci6n difusa de los conjuntos difusos individuales
A! (N = AI AND AI AND ... AND A,(); x = (XI,'''' xnl YrJ representa laj-esima regIa. EI algoritmo difuso consiste de un
conjunto de estas reglas conectadas utilizando un operador de uni6n (OR difusa) para formar una base de reglas. Por ejemplo,
parael sistema considerado, la base de reglas es de la forma:

rl : si (x es AI), entonces (z es EI)
r2: OR si (x es A2

), entonces (z es E2)

Evidentemente, para implementar el algoritmo difuso se deben definir los conjuntos difusos que representen los valores
lingUisticos; asf como las funciones a utilizar para realizar las operaciones difusas AND, si (-) entonces (-) y OR. Es
necesario aclarar, que una vez definidos los conjuntos difusos asf como los operadores, la relaci6n entre las variables de
entrada Y la variable de salida del SCD queda nftidamente especificada. Es decir, esta relaci6n deja de ser vaga 0 incierta,
ahora es una funci6n multivariable no lineal y deterministica. En este sentido, la 16gica difusa funciona como una interface
entre la interpretaci6n imprecisa que se hace del mundo real (fuera del SCD), expresada en terminos lingUisticos, y fa
representaci6n matematica que se hace del mismo dentro del controlador difuso [5].

La estructura basica de un SCD consta de tres etapas fundamentales: juzzijicacitJn (fuzzijication), eva/uacion de reg/as
(ruleeva/uatioll), y dejuzzijicacion (dejuzzijication/. En la figura 3.10 se muestra la estructura basica de un SCD.

Base de conocimientos
Conjuntos difusos
Operadores difusos

....................................................................
Reglas difusas

Maquina de jnferencias

lores reales " " " Valor
entrada Fuzzificaci6n ----7 Evaluaci6n de H

Defuzzificaci6n de sa!i
/ (fuzzification) reglas (defuzzification) /

real
da

I La traducci6n al espai'lol de las palabras fuzzjfication y defuzzification general mente se realiza como emborronamiento y desemborronamiento, pero el autor
considera mas adecuados los terminos fuzzificaci6n y defuzzificaci6n; los cuales han side utilizados, ultimamente, en varios textos en espai'lol.
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3.3. 1 Fuzzificaci6n (Fuzzification)
En la mayoria de los controladores difusos las entradas son valores reales (tambien nombrados en la literatura de los SCD
como valores nitidos) 0 no difusos, sin embargo, estos valores al ser obtenidos por mediciones pueden estar corrompidos por
ruido. De la misma manera, las entradas podrian ser sentencias lingtiisticas tales como x es grande. Para representar la
incertidumbre asociada con cada entrada se utiliza el procedimiento conocido como fuzzificaci6n.

EI proceso de fuzzificaci6n (fuzzification) consiste en tomar el valor nitido de una variable de entrada al SCD y obtener su
representaci6n difusa, es decir, su funci6n de membresia. De manera formal, considerando un sistema MISO: U c Jr ~R,
donde Ves compacto, la etapa dejuzzijicaci6n es el proceso a traves del cual se realiza un mapeo de un espacio de entradas
U c R" a conjuntos difusos definidos en V, donde un conjunto difuso esta caracterizado por una funci6n de membresia
.u1;:V~[O,I], Yuna etiqueta Iingtiistica F [6], tal como pequeno, muy pequeno, grande, muy grande, etc. Por ejemplo, si Xes
una variable de entrada al SCD y X = Xli E V, entonces la salida de la etapa de fuzzificaci6n es un conjunto difuso en V, F =
jitzzijier(.tIJ; en donde el operador juzzijier transforma el valor de entrada Xli en un valor lingilistico 0 conjunto difuso.

F(x) = {~
si x = xo

en afro caso

En la mayoria de las aplicaciones reportadas en la literatura [7] la funci6n F =juzzijier(xaJ toma la especial forma de F =
Xo para cada valor medido de la variable en cuesti6n. Es decir, el valor concreto en la entrada se mapea a un singleton definido
porel punto Xli E U.

Cuando la entrada al SCD es una medici6n, la fuzzificaei6n mas utilizada es la singleton. Cuando las entradas estan
corrompidas por ruido, la fuzzificaci6n mas utilizada es la aproximada. Por ejemplo, podria utilizarse un conjunto difuso
triangular en donde el vert ice corresponda a la media de las mediciones hechas y el ancho de la base (8) seria una funci6n de la
desviacion estandar. EI prop6sito de la etapa de fuzzificaci6n, en este caso, es interpretar cada valor medido de las variables de
entrada como una aproximaci6n difusa mas realista que el propio valor medido.

3. 3. 2 Evaluaci6n de Reglas (Rule Evaluation)
Desde un punto de vista general, la evaluaci6n de reglas involucra una base de reglas difusa de la forma dada en (3.10) Y una
maquina de inferencias difusa. La maquina de inferencias es un interprete de la base de reglas, su tarea consiste en obtener
una conclusi6n difusa empleando una 16gica de toma de decisiones, Ilamada"razonamiento aproximado ".

EI razonamiento aproximado es un mecanismo de inferencias difuso utilizado para obtener una conclusi6n difusa a partir de
un conjunto de reglas de la forma ..si.... entonces ... "; y una 0 mas condiciones. La conclusi6n difusa corresponde a los valores
que han ingresado al sistema de control y que han pasado, en primera instancia, por la etapa de fuzzificaci6n.

El mecanismo de inferencias empleado en los control adores difusos es generalmente mucho mas sencillo que el utilizado en
los sistemas expertos convencionales. En los controladores difusos la conclusi6n de cada regIa no se aplica como antecedente
de alguna otra, por 10cual, no se emplea el mecanismo de encadenamiento para realizar una inferencia. En un sistema difuso se
emplea un mecanismo de inferencias de busqueda hacia adelante y en un s610 sentido (one-level forward data-driven inference)
[4].

Antes de describir como se efectua el razonamiento aproximado es necesario establecer la manera en que se implementa
una regia y una base de reglas en el ambito de la 16gica difusa. EI modo de implementar 16gicamente una regIa de control
difuso de la forma: ri : si (x es Ai). entonces (z es Bj); es a traves de una implicacion difusa 0 relacion difusa (fuzzy relation)



[8]. EI grado en que la variable x esta relacionada con la variable z se representa por la relaci6n difusa rJ, cuya funci6n de
membresia Prix, z) definida en el espacio producto A,x,,·xAnxB esta dada por:

donde t es una T-norma, generalmente se emplea el minimo (min) 0 el producto algebraico; pero cualquier T-norma podrfa
aplicarse. La operaci6n dada por (3.13) consiste en realizar la intersecci6n de las (n+ I) funciones de membresia que
representan los valores lingiHsticos de las variables de entrada y la variable de salida del SCD. EI conjunto difuso prix, z)
representa la co,!/ianza en que la salida sea z dado que la entrada es x para la j-esima regia. N6tese que el conjunto difuso
resultante es un subconjunto del espacio producto Vlx ..·xVnxVya que AI E VI, A] E V] ,,,., An E Vn, BE V

Si existen m reglas que mapean x en z, entonces existen m relaciones que pueden conectarse con el operador uni6n (OR)
para formar una base de reglas BR, esto es:

f.l BR (x, y) = U f.l r, (x, z)
j

J.i BR (x, z) = s (J.i r, (X, Z ), J.i 'i (X, z), ... , J.i ,;" (X, Z ) )

donde s es una conorma triangular 0 S-norma. Las.S-normas mas utilizadas son el maximo (max) y la suma probabiJistica. La
union de todas las relaciones individuales forman una superficie de relaci6n en el espacio entradas-salida que representa como
pares individuales de entradas-salida estan relacionados, y c6mo, empleando el operador composici6n, estos se pueden utilizar
para inferir una funci6n de membresia (conjunto difuso) de salida dado un conjunto particular de entradas.

Para ilustrar c6mo se crea la superficie de relaci6n considerese un sistema de una entrada, una salida. Cada una de estas
variables tiene definidos cuatro conjuntos difusos que representan los terminos lingtiisticos casi cera, pequeno, mediano y
grande; tal como se muestra en la figura 3. II.

si (x es casi cero), entonces (z es casi cero)
OR si (x es pequeno), entonces (z es pequeno)
OR si (x es mediano), entonces (z es mediano)
OR si (x es grande), entonces (z es grande).

Si se utiliza la T-norma del producto y la S-norma de la suma, entonces la superficie de relaci6n difusa seria la mostrada en
la figura 3. 12.
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4
2 V'ariable de

entrada: x

Una vez que se ha fonnado la base de reglas, esta puede utilizarse para generar un conjunto difuso de salida para un
conjunto dado de entradas. Para ello se utiliza el procedimiento conocido como regia composicional de inferencias. Sea f.JBR(X,
z) una base de reglas, entonces el conjunto difuso de salida f.JnCz) inducido por el conjunto difuso de entrada f.JA(X) esta dado
por:

donde s es una S-nonna y t es una T-norma que operan tal como se describi6 en el capitulo 2. Es evidente que se pueden
generar varias definiciones para la composici6n dependiendo de los operadores que se elijan para s y para t. Cuando se elige as
comoel operador integral y a t como el operador producto, entonces la composici6n esta dada por:

que requiere la realizaci6n de una integral n-dimensional para un conjunto difuso arbitrario de entrada. La integral tambien
puede aproximarse con una rutina de integraci6n numerica (discreta).

Si s y t se eligen como el operador max y min respectivamente, entonces se define la regia composicional de inferencias
max-min, tambien conocida como razonamiento correlacion minimo [4]:

JLB(Z) = max (min (JLA (X),JLBR(X,Z)))
x

que tambien involucra dificultades numericas dado que se tiene que realizar una optimizaci6n no lineal en n dimensiones para
obtener el maximo sobre Ujx .. ·xUn.

Si se elige a t como el operador producto y a s como el operador max, entonces se tiene la regia composicional de
inferencias max-product, tambien conocida como razonamiento correlaci6n producto [4], definida por:



Utilizando la regIa composicional de inferencias se formaliza el procedimiento del razonamiento aproximado. La regIa
bcisicapara realizar inferencias en la l6gica tradicional es el modus ponens, de acuerdo al cual se puede inferir la verdad de una
proposici6n B a partir de la verdad de una proposici6n A y la implicaci6n A~B. Por ejemplo, si se define A como "e!jitomate
esla raja" y B como "e! jitomate esta maduro ", entonces si fa sentencia "e! jitomate esta raja" es verdadera la sentencia "e!
jitomate es,Lamaduro" tambien es verdadera. Este concepto se ifustra de la siguiente manera:

premisa 1 (hecho):
premisa 2 (regia):

xesA
si x es A entonces z es B

Sin embargo, en el razonamiento humano el modus pones general mente se emplea de mariera aproximada. Por ejemplo, si
se tiene la misma regIa "si e! tom ate esta raja, entonces esta maduro" pero ahora se sabe que "e! tomate esta mas a menos
raja", entonces se puede inferir que "e! tomate esta mas 0 menos maduro ". Esto se puede escribir de la siguiente forma:

premisa 1 (hecho):
premisa 2 (regIa):

xesA'
si x es A entonces z es B

endonde la sentencia A' esta cercana a la sentencia A y B' ala sentencia B. Cuando A, B, A' YB' representan conjuntos difusos
en universos del discurso apropiados la inferencia, arriba citada, se denomina modus ponens generalizado (generalized modus
ponens GMP) ya que tiene al modus ponens como un caso particular [4].

Utilizando el GMP se plantea enseguida el procedimiento para realizar inferencias considerando, en primera instancia, el
caso de una regia con un antecedente; posteriormente se analizara una regIa con dos antecedentes, y por ultimo, se considerara
unsistema con dos entradas y m reglas.

Sea un sistema SISO (single input-single output); sean A y A' valores Iingilisticos (conjuntos difusos) de la variable de
entrada x, cuyo universe del discurso es U. Sean B y B' valores lingilisticos de la variable de salida z, cuyo universo del
discurso es V. Asumase que la implicaci6n difusa A~B esta expresada como la relaci6n difusa R en Uxv. De acuerdo a 10
anterior, el conjunto difuso B' inducido por la sentencia "x es A'" Yla regia difusa "si x es A, entonces z es B" esta dado por:

La ecuaci6n (3.23) puede reducirse. Antes, para una facil manipulaci6n de los operadores t y s, estos se substituyen con los
simbolos de intersecci6n /\ y de uni6n v respectivamente. De tal forma la ecuaci6n citada se reescribe como:

fls'(Z) = V JflA' (x) 1\ flAX) 1\ fls(Z)]

= V x [flA' (x) 1\ flAx)] 1\ fls(Z)

= W I\fls(Z)

Si en (3.26) se utilizan los operadores max y min para v y /\, respectivamente; entonces se tiene que primeramente se
encuentra el grade de compatibilidad "w" entre A y A' (w = v x [,U A' (x) /\ ,u A (x») ). Posteriormente, el conjunto difuso
que representa B' resulta de realizar un corte al conjunto B en el punto dado por w, tal como se muestra en la figura 3.13. En
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dicha figura w corresponde al area sombreada en fa parte del antecedente y B' representa el area sombreada en la parte del
consecuente. EI termino w tambien se puede interpretar como el grado de activaci6n 0 disparo de la regia difusa dada como R.

Jit
!

Figura 3. 13 Razonamiento aproximado para una regIa
con un antecedente y un consecuente.

Ahora, sea un sistema MISO; sea una regia con dos antecedentes de la forma "si x es A y Y es B entonces z es C ", el
problema correspondiente para eI razonamiento aproximado es:

premisa I (hecho):
premisa 2 (regIa):

xesA'yyesB'
si x es AI y yes B1 entonces z es C1

donde x, y, y z son variables lingOisticas representando dos variables de entrada y una de salida, respectivamente; AI. Bj, Y C"
son valores (conjuntos difusos) de las variables x, y, y z en los universos de discurso U. V, y W

La regIa difusa en fa premisa dos, mostrada arriba, se puede escribir como "A x B --+ C' (en eI anafisis se han eliminado los
subindices para evitar confusiones). La trasfaci6n de esta regIa a su forma 16gica es fa relaci6n difusa R, cuya funci6n de
membresia (FM) se especifica de la siguiente manera:

f-lR(X,y,Z) = f-l(AXB)-+C(X,y,z)

= f-lA(X)I\f-lB(Y)I\f-lC(Z)

JiC' (z) = v x,AJi A' (x) /\ JiB' (y)] /\ [Ji Ax) /\ JiB (y) /\ Jic (z)]

= v x,y [Ji A' (x) /\ JiB' (y) /\ Ji A (x) /\ JiB (y)] /\ Jic (z) (3.30)

= {v x [Ji A' (x) /\ Ji A (x)]} /\ {vy [Ji B' (y) /\ Ji B (y)]} /\ Jic (z)

W A = v JJiA'(X) /\ JiA (x)]

WB = v y[JiB'(Y) /\ JiB (y)]



f.lC' (z) = W 1\ f.lc (z)

en (3.31) WA (epresenta el grado de compatibilidad entre A y A'; wB representa el grado de compatibilidad entre B y B'. En
(3.32) W representa el grado de activaci6n 0 disparo de la regIa R [9]. Una interpretaci6n gratica de este resultado se muestra en
la figura 3.14.

La interpretaci6n de multiples reglas generalmente se realiza como la uni6n de las relaciones correspondientes a cada regIa
difusa, por ejemplo, sea el siguiente hecho y reglas:

premisa I (hecho):
premisa 2 (regIa I):
premisa 3 (regIa 2):

xesA'yyesB'
si x es A, y yes B, entonces z es C,
si x es A2 y yes B2 entonces z es C2

jj\ l~

PI
i
I

:, i ,\ ~
L _i-----------------l--r----r::::::::::iii:

>u V

La conclusion C' se obtiene de la siguiente manera, sean R, = (A, x B,) -+- C, Y R2 = (A2 x B2) ~ C2 . Dado que la
composici6n es distributiva sobre la uni6n se obtiene:

C'= (A'xB')o (Rt V R2)

= [(A'xB') 0 Rj ] V [(A'xB') 0 R2 ]

= C',VC'2

f.lC', (Z) = WI 1\ f.lc, (z)

f.lC'2 (z) = W2 1\ f.lc
2

(z)

(3.36)

(3.37)

donde WI YW2 indican los grad os de activaci6n de (as reglas 1 y 2, respectivamente. /lei (z) y /le
l

(z) son las FM de las

conclusiones difusas C, y C2, respectivamente.
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premisa I (hecho):
premisa 2 (regIa I):

OR premisa 3 (regia 2):

x es A' y yes B'
si x es A I Yyes B1, entonces Z es C1;

si x es Az Yyes Bz, entonces Z es Cz;

donde x, y, y z son variables lingilisticas representando dos variables de entrada y una variable de salida, respectivamente; A"
B" y C;, son valores (conjuntos difusos) de las variables x, y, y z en los universos de discurso V, V, Y W, respectivamente; con i
= I, 2,...,m; y con todas las reglas ligadas con el conector OR constituyendo una base de reglas. La FM del conjunto difuso C'
de salida esta dada por:

m

/lc'(Z) = L Wi 1\ /lc
1

(z)
i=1

donde Wi indica el grado de activaci6n de la regia R1• /lei (z) es la FM de la conclusi6n difusa C1 (i=1,2, ...,m; m =

numero de reglas); el slmbolo L indica uni6n y no suma aritmetica.

La figura 3.15 muestra un ejemplo de fa obtenci6n de la conclusi6n difusa C' para el caso de 2 reglas, con 2 entradas (Xo Y
Yo), fuzzificaci6n tipo singleton y utilizando la composici6n max-min. La figura 3.16 muestra un ejemplo de la obtenci6n de fa
conclusi6n difusa C', tambien para 2 reglas, con 2 entradas (Xo y Yo), fuzzificaci6n tipo singleton, pero ahora utilizando la
composici6n max-product.

Las figuras (3.15) y (3.16) muestran los razonamientos difusos definidos previamente. Sin embargo, en la practica un
sistema de inferencias difuso puede tener ciertos mecanismos de razonamiento que no necesariamente siguen, de manera
estricta, la definici6n de la regIa composicional de inferencias. POl' ejemplo, para obtener el grade de activaci6n de una regia se
puede utilizar el producto 0 el minimo. Otra variaci6n es la utilizaci6n de la suma aritmetica en lugar del maximo en el
razonamiento correlaci6n producto. A esta composici6n (0 razonamiento difuso) se Ie denomina sum-product y al SeD que 10
utiliza se Ie nombra "sistema difuso aditivo" (SDA) (10). La diferencia de este ultimo razonamiento con respecto a Jos dos
anteriores es que el conjunto difuso de salida C' resulta de realizar la suma de los conjuntos parciales C ',. Esto es:

m

/lC'(Z) = L Wi * /lc;(Z)
i=1

donde Wi indica el grado de activaci6n de la regia Ri. f-Lc (z) es la FM de la conclusi6n difusa C; (i=1,2, ...,m; m =
I

numero de reglas); en este caso el slmbolo L sl indica suma aritmetica; el sfmbolo * significa producto.



La principal caracteristica de un SDA es que los traslapes entre los conjuntos C'; son tornados en cuenta al calcular C', cosa
que no sucede en los otros razonamientos. Lo anterior tambien provoca que la altura del conjunto difuso de salida C' cambie de
tal forma que, si las entradas al SDA cambian lentamente, entonces el conjunto difuso de salida cambiani de la misma forma.
Por otro lado, en los sistemas difusos en donde el conjunto de salida C' se obtiene utilizando el operador max, aJ ignorarse los
traslapes tambien se ignoran los pequeftos cambios que se presenten en las entradas; ya que estos pequefios cambios
precisamente afectan las zonas de traslape. Otra importante diferencia es que en un SDA a medida que crece el numero de
conjuntos parciales C'; que contribuyen a formar la conclusi6n difusa C', la FM de esta tiende a una forma gaussiana 0 a una
curva simetrica unimodal [II]. Mientras que en un SeD que utiliza la composici6n max-min 0 max-product a medida que crece
el numero de conjuntos parciales C '; , que contribuyen a formar la conclusi6n difusa C " la FM resultante tendera a un
rectangulo [II]. La figura 3.17 muestra un ejemplo de la obtenci6n de la conclusi6n difusa C' para 2 reglas, con 2 entradas (Xo
y Yo), fuzzificaci6n tipo singleton, y utilizando la composici6n sum-product.
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3. 3. 3 Defuzzificaci6n (Defuzzification)
Hasta aqui, se ha llegado a la obtenci6n de una conclusi6n C' que sigue siendo difusa, por 10 que si se desea una salida 'nftida'
(valor concreto no difuso) del SCD, es necesario realizar el proceso conocido como defuzzificaci6n. Este proceso consiste en
transformar 0 compactar la conclusi6n difusa C' en un valor especlfico y concreto; valor que es ejecutable y que sale del SCD
para efectuar la acci6n de control.

Actualmente existen varios metodos para efectuar el proceso de dejuzzificacion, de entre ellos, los mas utilizados son tres:
a) centro de gravedad 0 centroide; b) criterio del maximo y c) promedio de influencias. A continuaci6n se describe brevemente
en que consiste cada uno de ellos.

3. 3. 3. a Metodo del Centro de Gravedad 0 Centroide ( Center Of Area method COAl
EI mejor metodo disponible para realizar el proceso de defuzzificaci6n es el del centro de gravedad 0 centro ide, ya que este
considera la contribuci6n de cada regia disparada durante el proceso de evaluaci6n de reglas. Matematicamente, el metodo del
centroide se define por:

L fLC' ( Z ) zdz

LfLc.(z)dz

donde: 1fL c . ( Z ) dz es el area de la conclusi6n difusa C' y Zo es el centro de graved ad (acci6n de control concreta)

de la funci6n de membresla resultante J.lC'(z).

3. 3. 3. b Metodo del Maximo ( Max Criterion Method MAX)
Este metodo selecciona como salida la conclusi6n (conjunto difuso) de aquella regia que tenga el maximo grado de activaci6n.
De este conjunto, el punto en W que tiene el maximo valor de pertenencia af mismo, es fa salida z" . Por ejemplo, si durante el
proceso de evaluaci6n de reglas se dispararan 3 reglas 'I, '2 y'J obteniendose para cada una los grados de influencia w, = 0.75,
W2 = 0040, Y WJ = 0.20 respectivamente; entonces el conjunto de salida que se selecciona como salida es el dado por el
consecuente de la regia 'I, ya que esta posee el maximo grado de activaci6n con respecto alas otras dos. La salida z" es,
entonces, el punto en W que tenga el maximo grado de pertenencia en dicho conjunto. Matematicamente esto se expresa como:

z 0 = max fL C' ( Z )
zeW



El metodo del maximo es el mas sencillo, pero tambien es el menos usado, debido a que s610 considera aquella regIa que
poseeel maximo grado de activaci6n, ignorando la posible contribuci6n de las demas reglas. Por otra parte, en el caso de que
dos reglas posean un mismo valor w, y este sea maximo, se crea un conflicto que debe ser resuelto agregando alguna rutina
extra.

3.3. 3. c Promedio de Influencias (Mean of Maximum Method MOM)
Estatecnica genera una acci6n de control que representa el valor promedio de todas las acciones de control locales dadas por
aquellasreglas disparadas durante el proceso de evaluaci6n de reglas. Su expresi6n matematica es la siguiente:

n W
Z = "'" -_!-() L..J

;=1 n

En la figura 3.18 se muestra una interpretaci6n grafica de Ios distintos metodos para realizar el proceso de defuzzificaci6n
parael caso de dos reglas disparadas durante el proceso de evaluaci6n de reglas.

r·····..··..·..,..··········..·····················
WJ

En algunos estudios se ha demostrado que cuando se utiliza la estrategia MOM el desempeno de un sistema de control
difuso es semejante a un sistema multinivel de relevadores, mientras que si se utiliza la estrategia COA el comportamiento es
similar al obtenido con un control convencional PI. Por otro lade un sistema de control difuso que utiliza el metoda COA
presenta menos errores que aquel en donde se utiliza el metodo MOM; sin embargo, la estrategia MOM es mejor que la MAX.

3.4 MODELOS DE SISTEMAS DE CONTROL DIFUSO (SCD)
Tresson los modelos de SCD mas utilizados en la actualidad, estos son:

I) Modelo Mamdani.
2) Modelo Sugeno- Takagi.
3) Modelo Tsukamoto.

3. 4. 1 Modelo Mamdani
EI primer modele de SCD fue propuesto por Mamdani en 1975 [12]. EI modele Mamdani fue realizado para controlar una
pequena maquina de vapor y un calentador. Esto se realizo mediante la combinaci6n de un conjunto de reglas lingtiisticas de la
forma "si (antecedente), entonces (consecuente)" obtenidas de la experiencia de operadores humanos. La caracteristica de este
modele es que tanto en la parte del antecedente como en la parte del consecuente se definen FM comunmente utilizadas, tales
como triangular, trapezoidal 0 gaussiana. La forma en que se lIeva a cabo el razonamiento difuso en este tipo de control adores



PLANTEAMIENTO Y PRUEBA DE UN NVO. MET. PARA REALIZAR
EL PROCESO DE DEFUZZIFICACI6N EN CONTROLADORES DIFUSOS

es aplicando la regIa composicional max-min, tal como se muestra en la figura 3.15. La salida z" se obtiene aplicando el metodo
del centro ide, pero cualquier otro metodo puede aplicarse.

A la propuesta original de Mamdani se Ie han hecho modificaciones, por ejemplo, en lugar de utilizar la composici6n max-
min tambien se puede utilizar la composici6n max-product. En este caso el razonamiento es el mostrado en la figura 3.16. Otra
modificaci6n fue realizada por Bart Kosko, quien utiliza la regia composicional sum-product y a dicho SCD se Ie denomina
sistema difuso aditivo [10], como se vio anteriormente. Este razonamiento se muestra en la tigura 3.17.

3. 4. 2 Modelo Sugeno- Takagi
Este modelo fue propuesto por Sugeno, Takagi y Kang [13] en un esfuerzo por desarrollar un sistema capaz de generar, de
manera sistematica, reglas difusas a partir de un conjunto dado de entradas-salidas. Una regia tipica de este tipo de modeloes :

donde A YB son conjuntos difusos en el antecedente; z = j{x, y) es una funci6n nitida en el consecuente. De manera general,
j{x,y) se define como un polinomio de las variables de entrada x y y, pero se puede emplear cualquier funci6n que describa de
manera apropiada la salida del sistema dentro de la regi6n difusa especificada por el antecedente de cada regIa. Cuando jex, y)
es un polinomio de primer orden el SCD se denomina modelo Sugeno de primer orden, el cual corresponde a la propuesta
original descrita por Sugeno en [13]. Si j{x, y) se define como una constante, entonces el SCD se conoce como modelo
Sugeno de orden cero. Este modelo puede verse como un caso especial del modelo Mamdani en el cual el consecuente de cada
regia queda especificado mediante un singleton.

Algo importante de hacer notar es el hecho de que la salida de un SCD tipo Sugeno de orden cero es, en la medida en que
las FM vecinas en la premisa de cada regia tengan el traslape adecuado, una funci6n suave de sus variables de entrada. Es
decir, el traslape de las FM en el consecuente de una regIa no tiene efectos decisivos en la suavidad de la interpolaci6n. Es el
traslape de las FM en el antecedente de las reglas 10 que determina la suavidad del comportamiento entrada-salida.

En la figura 3.19 se muestra el razonamiento difuso para un SCD Sugeno de primer orden. Dado que cada regIa tiene una
salida nitida, la salida total del sistema se obtiene mediante un promedio ponderado de la conclusi6n aportada por cada regIa
disparada, 10 cual implica un menor consumo de tiempo en su calculo.

min 0
product f-L

promedio
ponder8do
c:=)

3. 4. 3 Modelo Tsukamoto
En el modelo Tsukamoto [9] el consecuente de cada regIa se representa con un conjunto difuso cuya FM es una funci6n
mon6tona, tal como se muestra en la figura 3.20. Como resultado de 10 anterior, la salida inferida para cada regIa esta defmida
como un valor nitido inducido por el grado de activaci6n de dicha regIa. La salida total del sistema es el promedio ponderado



de las salidas parciales dadas por cada regia. La figura 3.20 muestra el razonamiento en este modelo, para el caso de dos
entradas y dos reglas.

min 0
product Ji

promedio
ponderado

c=)

3. 5 SISTEMAS DE CONTROL DlFUSO COMO APROXIMADORES UNIVERSALES
Durante las ultimas 3 decadas los SCD han tenido gran exito en la soluci6n de muy variados y diversos problemas de control.
Sin embargo, la respuesta a Ia pregunta del porque de tal exito habra permanecido sin contestar hasta hace muy poco.
Actualmente existen diversos trabajos que demuestran que un SCD que cumple ciertas condiciones es un aproximador
universal de funciones [14,15], esta es Ia raz6n de su exito. A continuaci6n se describe, bcisicamente, el trabajo realizado por
Castro (14] en el cual se demuestra como los SCD pertenecientes a una c1ase amplia de los mismos son capaces de aproximar
cualquier funci6n real en un conjunto compacto de arbitraria exactitud.

Considerese un SCD que consta de las tres etapas descritas en la secci6n anterior: fuzzificaci6n, evaluaci6n de reglas y
defuzzificaci6n; y una clase fija de reglas difusas RUL. Dada una funci6n arbitraria, real y continua en un universo compacta
Ucf(', y un cierto E > 0, es posible encontrar un conjunto de reglas en RUL tales que el SCD asociado aproxima f con Ia
exactitud E. Dos clases de SCD realizan dicha aproximaci6n a) SCD con conjuntos difusos en la parte consecuente de las
reglas (ejemplo, modelo Mamdani); b) SCD que no tienen conjuntos difusos como consecuentes en las reglas (ejemplo,
modelo Sugeno).

Para cada a < bE R sea p(a,b): R~R una funci6n de membresia tal que Jl(a,b)(x):#:. ° si y s610 si x E (a,b). Sean Ty T'
dos T-normas, I una implicaci6n difusa (0 relaci6n difusa), y Suna S-norma.

3. 5. I SCD con Consecuentes Difusos son Aproximadores Universales
Sea S, = S,(T', T, I, S, J.i,.a,b» la familia de todos los SCD donde:
i) El metodo de fuzzificaci6n es el singleton.
ii) La base de reglas esta compuesta por un numero finito de reglas de Ia forma:
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iii) La inferencia se realiza con:
- Tcomo conjunci6n difusa,
- elmodus ponens generalizado construido con T' e I,
-Ia combinaci6n de todas las inferencias difusas se realiza por medio de S.

Entonces, la inferencia difusa se realiza de la siguiente forma:
a) Una regia

seraaplicada si y s610 si la entrada X = XO activa el antecedente; ejemplo, si Ai X)"* 0, siendo T(AI;CXI)' A2/{X2), .. " A,ix,,».

XI es AI YX2 es A] y ... YX" es A,,, entonces y es B
X esA'
yesB'

B'(y) = sup {T'(A'(X),I(A(X),B(y)))/ X ERn}
A(x) = T(A) (x) ),A2(x2),···,An(xn)),

y como entrada se tiene el punto X = XO :

A'(X)=g

B'(y) = T'(l,I(A(XO),B(y))) = I(A(XO),B(y)).

c) En general, la inferencia de la regia Rj cuando la entrada es ~ = XO se puede expresar por:

que en el caso de la implicacion T-norma es la expresion general:

d) La combinaci6n de todas las inferencias difusas se realiza mediante S:

B' (y) = S( {B~(y) } j )

iv) EI metodo de defuzzificacion satisface la propiedad de producir un punto en el soporte del conjunto difuso original, es
decir:



· "

Los unicos panimetros no especificados en esta clase son el nUmero de reglas k y los coeficientes que determinan las
funciones de membresia: a'ij, a

2
ij, b'}, b2

j, (i = l,···,n;j = l, ..·,k).

Teorema 1: Sea! U ~ 1?'~R una funci6n continua en un universo de discurso compacto U. Si l(a,O) = 0, si a '1= 0 (una
implicaci6n R 0 por ejemplo una T-norma), entonces para cada E > 0 existe una Sfi E S, tal que:

B'(Y)lf(x) - YI:s B'(y)* E',paracada Y E R.

Demostraci6n: Sea 11 E U. Comofes continua en llt~~i= l, ..·,n existe una 8~ > 0 tal que:

Ix; - ail < c5~ (i = 1,.. ·, n)<:> If(.f) - funl ~ e/2.

)'~" ti;,

Entonces, 00 es un abierto en 1?' y U c UDeU 0D ' •••••• II e 0D para cada 11 E U. Como U es compacto, existe una
<1'tJP'fft aigv, '

subfamiliafinita 001' Dol ,...,Oak tal que: "

Si B '(y) = 0, ellema es trivial.
Si B'(y) > 0, entonces B'(y) = S«B~(y)r, ~xiste una j" tal que Bly) > O.Se tiene que:

.; c""

-T(A1}. (x;'), A2J., (x~)"'" An). (x~», de aqui se tiene:
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b) De Bj(y):t:-O, se tiene Bj(y)=l(Aj,,(XO),Bj,,(y)):t:-O. Si Bt"CY) =0, entonces

B~"(y)=l(AJ.,(XO),Bj,,Cy))=l(Ajo(X"),O)=O (de la propiedad de la implicaci6n seleccionada). De aqui,

B
J

(y) :t:- 0, esto origina que Bj" (y):t:- O.

De b) se tiene If(aj
,,) - yi ~E /2.

De a) se tiene IX" - al" < t5i (i = 1 ... n) y If(X") - f(a.f,,)! <E /2
I I I aJII " ! - .

Demostraci6n del teorema 1: De acuerdo con fa hip6tesis planteada, Se (XO) pertenece a el soporte de B' como

Se (X") = defuzz(B'). De aqui B'(s.(:r~)i??t y entonces de B'(y)l(f(x,,) - y)i ~ B'(y)* E, se puede conduir
\....~ {".'

i(f(X")-Se(X")!~E. Q.E.D. .. l!

3. 5. 2 SCD con Consecuentes no DifuSOS
Sea S] = S](T', T, I, j.i.a,b» definida coO)tt
ii') La base de reglas esta compuesta pof'

. si Aj(XO)=O 6 y:t:-w

en ofro caso

Los unicos panlmetros no espec __
J ] _" ••

panlmetros : a ij' a !l' que describen tat'
son el numero de reglas k, tales que j = I, ..·,k; as! como los
la;y Wj (i= l, ..·,n;j= l, ..·,k).



B 'ey )If(X) - il~B I(y)* E , paracada Y E R.

Demostraci6n: Sea 11 E U. Comofes continua en a, para cada i = I,.··,n existe una c5~> 0 tal que:

[Xi - ail < 8~ (i = 1,.. · ,n) ~ I/(X) - I(a)! ~E.

Entonces, 0a es un abierto en K y U ~ U aeU 0a ' dado que a E 0a para cada a E U. Como U es compacto, existe una

subfamilia finita 0 I , 0 I ,...,0 t tal que:a a a

w/y)= !(a.i) (j=l,··,k).

Ahora:
Si B '(y) = 0, ellema es trivial.
Si B '(y) > 0, entonces B' (y) = S((B; (y) )/=I, ...,k) > 0, de aqui existe una j" tal que B)(y) > 0, Se tiene que:

Ai/,,(x;');eO (i=l, ..,n).

c) De B).(y) ;e 0, se tiene y = w = !(al.). De a) se tiene que Ix" - aJ
" I' < 8i (i = 1 ... n) yif} I I aJiJ "

,/(x() - !(a)")1 ~E. De aqui se tiene:
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